Gruppen unter besonderer Beriicksichtigung
der Diedergruppen

Thorsten Riedl*

10. Juni 2002

*Facharbeit am Otto-Hahn-Gymnasium Marktredwitz



Inhaltsverzeichnis

4_Geometrische Anwendungen
M@Eg@“z Diedergrupperd . ..
l4..2.lJera.ns.chalﬂichlmg_a.n_dﬂ;[ﬁ.&d.eLgrlmn9D§ .............

Mansshalﬂmhlmg_anjﬂ_madﬂgrlmm D

i") 1.1__Die ISBN- FodlerllnngLLAﬂgﬂmﬁmﬁs4ﬂaﬂLEuﬁzmhﬁncsldmmgﬂd 26

1

3

9

10

12
12
13
14
15
19

25
25

28

(5.2 Gruppen in der (“odlerungs_th_mnd ......................

g 28



Vorwort

Dieses Dokument wurde mit dem Textsatzprogramm TEX von Prof. Donald E. Knuth
und den Erweiterungen ITEX und BIBTEX erstellt, sémtliche Abbildungen wurden mit
dem ebenfalls von Prof. Donald E. Knuth entwickelten METAPOST erstellt. Dariiber-
hinaus wurde auch das Az S-IATEX-Makrosystem der American Mathematical Society
verwendet.

iii



Einleitung

,, The Theory of Groups is a branch of mathematics in which one does so-
mething to something and then compares the result with the result obtained
from doing the same thing to something else, or something else to the same
thing.“

James R. Newman in [7]

Die Idee der Gruppe spielt in vielen Naturwissenschaften eine Rolle; in der Physik zum
Beispiel kann man mit Hilfe der Gruppentheorie auf Eigenfrequenzen von Molekiilen, die
um eine Gleichgewichtslage schwingen, schliefen. Auch in der Codierungstheorie und in
der Kryptographie gewinnt die Gruppentheorie immer mehr an Bedeutung. So codier-
te die Deutsche Bundesbank seit 1990 die Kennnummern ihrer Geldscheine mit Hilfe
der Diedergruppe D5 des regulidren 5-Ecks und in der Kryptographie spielen elliptische
Kurven eine wichtige Rolle bei der Verschliisselung geheimer Daten.

Das Konzept der Gruppe ist in vielen Anwendungen wiederkehrend, und so mancher
Physiker, der in seinen Forschungen auf eine Struktur st6ft, die er als Gruppe auffassen
kann, freut sich dariiber, dass sich viele Mathematiker mit Gruppen auseinandergesetzt
haben und er auf ihre Erkenntnisse zuriickgreifen kann. Es diirfte ihm auch Freude berei-
ten, dass er diese Erkenntnisse allein mit der Tatsache der Erfiillung von vier Axiomen
guten Gewissens verwenden kann. Hier ist es also sehr niitzlich, dass wir eine Definition
wéahlen, die ,,sehr wenige“ Forderungen stellt. Es ist natiirlich auch klar, dass hiermit die
von vielen Menschen gescholtene ,zu hohe Abstraktion* der Mathematik entsteht, die
uns (und vor allem auch unserem Physiker) viele Vorteile beschert. Dariiberhinaus findet
die Gruppentheorie vielerlei Anwendung in der Losung von mathematischen Knobeleien;
so lasst sich zum Beispiel mit Hilfe der Gruppen ein Vorgehen finden, mit dem man das
Problem des ,,Rubikwiirfels“ I6sen kann.

In der vorliegenden Facharbeit wollen wir zunéchst auf das Konzept der Gruppe ein-
gehen, einige ,eher einfacher” zu beweisende, aber dennoch wichtige Eigenschaften von
Gruppen im Allgemeinen, herleiten, uns danach mit Untergruppen, deren Nebenklassen
und Normalteilern beschéftigen; letztere Beschiftigung ist danach unser Handwerks-
zeug, mit Hilfe dessen wir in der Lage sind, den Satz von Lagrange herzuleiten. Dieser
vereinfacht uns spéter die Suche nach Untergruppen erheblich. In den darauffolgenden
Abschnitten setzen wir uns mit den Diedergruppen auseinander und machen uns an
ihrem Beispiel auf die Suche nach Untergruppen und Normalteilern. Danach werden



wir unser Augenmerk auf die Codierungstheorie richten, werden fehlererkennende Codes
kennenlernen und schlieBlich auch hier die Gruppentheorie (insbesonders die Diedergrup-
pe Ds) vertreten finden. Abschlieend werden wir uns noch einen Ausblick auf weitere
Verwendungen der Gruppentheorie genehmigen.

Bei der Erstellung des ersten Kapitels wurde vor allem auf [2] und auf [3] zuriickgegriffen,
aus denen die Definitionen und Beweise zum Grofiteil entnommen wurden; bei Kapitel
zwei und drei wurde iiberwiegend [6] verwendet. Kapitel vier ist, bis auf weitere Angaben,
eigenstéindig vom Autor geschaffen worden. Beim Schreiben des fiinften Kapitels wurde
[9] und []] verwendet und Kapitel sechs greift auf [1] und [I3] zuriick.

Wurde eine Definition, ein Satz oder ein Hinweis in Anlehnung an eine Quelle verfasst,
so steht der Verweis auf die entsprechende Quelle meist zu Beginn der Definition be-
ziehungsweise des Satzes oder des Hinweises. Die Beweise fiir diese Sétze und Hinweise
wurden dann auch meist an die in den entsprechenden Quellen aufgezeigten angelehnt.



1 Definitionen und wichtige Eigenschaften
von Gruppen

Definition 1. (vgl. [2], S.9) Ein Paar (G, o), bestehend aus einer nichtleeren Menge G
und einer Abbildung o: G x G — G, (a,b) — aob heilit Gruppe , wenn gilt:

1. (aob)oc=ao(boc) (Assoziativgesetz)
2. Es gibt ein e € G (neutrales Element von G) mit folgenden Eigenschaften:

a) eoa=a fir alle a € G, (linksneutrales Element)

b) Zu jedem a € G gibt es ein a’ € G mit a’oca=e.  (linksinverses Element)

Manche Mathematiker (und auch viele Physiker) stellen an eine Gruppe nicht nur diese
Forderungen, sondern auch die Existenz eines rechtsneutralen Elementes und eines recht-
sinversen Elementes, die den zugehorigen linksneutralen beziehungsweise linksinversen
gleichen, also ein e, so dass eoca = aoe = a und nennen e dann einfach neutrales
Element. Im Folgenden werden wir jedoch erkennen, dass unsere Forderungen vollkom-
men ausreichen und wir die soeben angesprochenen weiteren Forderungen aus unseren
bisherigen ableiten kénnen.

Hinweis 1. Wir werden in dieser Arbeit manchmal von den vier Gruppenaxiomen spre-
chen; dabei sehen wir die Abgeschlossenheit der Abbildung o beziiglich G als unser erstes
Axiom, die Erfiillung des Assoziativgesetzes als zweites, die Existenz eines linksneutralen
Elementes als drittes Axiom und die Existenz eines linksinversen als viertes Axiom an.

Hinweis 2. Im Folgenden werden wir, solange keine Mifiverstdndnisse zu befiirchten
sind, fiir eine Gruppe (G, o) nur G schreiben.

Definition 2. Ist G eine Gruppe und gilt ferner noch das Kommutativgesetz (aob = boa
fiir alle a,b € G), so heifit G abelsche Gruppe. Anstatt von ,,0“ verwendet man dann meist
”_1_“'

Ist G nicht abelsch, so verwendet man neben ,,0“ oft auch andere Symbole, wie zum
Beispiel ,,-“ oder ,,®“.
Beispiele fiir Gruppen:



1 Definitionen und wichtige Eigenschaften von Gruppen

1. (Z,+), (Q,+), (R,+), (C,+) sind abelsche Gruppen (neutrales Element der Ad-
dition ist 0, inverses Element zu a ist —a), (N,+) aber nicht, da es in N keine
inversen Elemente beziiglich der Addition in N gibt.

2. (Q\{0},-), (R\{0},-), (C\{0},-) sind abelsche Gruppen (mit 1 als neutrales Element

und %‘ als inverses Element zu a.
3. ({0}, +) und ({1},-) sind (abelsche) Gruppen.

Bei Verkniipfungen auf kleinen“ Mengen (wie etwa ({0, 1,2},®), wobei @ in diesem Fall
der Addition modulo 3 entsprechen soll) erstellt man héufig Verkniipfungstafeln:

S
0
1
2

N = O
o= =
—lolNN

Diese Verkniipfungstafel verrit uns folgendes: 0, 1,2 ist beziiglich & abgeschlossen.

0 ist das neutrale Element, 1 das inverse Element zu 2, 2 das inverse Element zu 1 und
0 das inverse Element zu sich selbst. Die Tatsache, dass die Verkniipfungstafel achsen-
symmetrisch zu ihrer Hauptdiagonalen ist, bedeutet nichts weiteres als aob = b o a fiir
alle a,b € {0, 1,2}, also dass das Kommutativgesetz gilt.

Hinweis 3. Unmittelbar aus der Definition folgen fiir eine Gruppe G die Eigenschaften
(vel. [2] S. 9f):

1. Sei e € G linksneutrales Element und a,a’ € G, so dass a’ o a = e. Dann gilt auch
aoa =e. Man nennt a’ dann nur noch ein inverses Element zu a.

2. Sei e € G linksneutrales Element. Dann gilt: a o e = a fiir alle a € G und man
nennt e dann ein neutrales Element.

3. Es gibt genau ein neutrales Element e € G.
4. Zujedem a € G gibt es genau ein inverses Element a’ € G (oft mit a™' bezeichnet).
5 (a ) T=a.
6. (acb)'=b"Toa .
Beweise der Eigenschaften:

1. Beweis. Wihlen wir a” mit a” o a’ = e. Dann gilt:
aoad =eocaod =d’odoaocad =a’oceocd =d’od =e O



1 Definitionen und wichtige Eigenschaften von Gruppen

2. Beweis. aoe=ao(ad'oca)=(aod)oa=eoca=a. O

3. Beweis. Wir nehmen an, es gébe zwei neutrale Elemente von G (e,e* € G). Dann
ist jedoch e* =eoce* =e.
Die beiden neutralen Elemente sind also zwangslaufig gleich. O

4. Beweis. Wir nehmen an, es giibe ein zweites inverses Element a* neben a’ zu a in
G. Dann muss jedoch a* = @’ sein: a* = a*oe=a*o(aod) = (a*oca)od =
eod =d. O

1 1

5. Beweis. Es gilt (a™')"7oa~! = e. Es gilt aber auch aoa™! = e. Zu a™' gibt
es jedoch nur ein inverses Element (+ vierte Eigenschaft von Gruppen). Also ist
(a ) 1T=a O

6. Beweis. Es gilt (b"7oa ') o(aob)=b"o(a'oa)ob=b"loeob =e. Somit
ist (b~' o a") das inverse Element zu (aob). Alsoist (aob) '=bloa . O

Satz 1. (vgl. [3], S. 44) Eine nicht leere Menge G mit der Abbildung o: G x G — G ist
genau dann eine Gruppe, wenn

1. (aob)oc=ao(boc) fiiralle a,b,c € G. (Assoziativitit)

2" a) wenn die Gleichung aoc = b fiir jedes a,b € G mit einem Element von G (c)
losbar ist.

b) wenn die Gleichung d o a = b fiir jedes a,b € G mit einem Element von G
(d) 1osbar ist.

Beweis. ,,=*
Sei G eine Gruppe. Dann ist G assoziativ. (1) gilt also. Zu zeigen ist also nur (2 ’a) und
(2'b).

Fiir (2 'a) setzen wir c = a~'ob; dann ist aoc =ao(a”'b) = (aca ')ob=eob =b.
Fiir (2'b) setzen wir d = boa™'; dann ist doa = (boa™')oa =bo(a'oa) =boe =b.
77¢“

Fiir G gelte also (1) und (2'). Zu zeigen ist, dass G eine Gruppe ist, also dass G die
Definition 1 erfiillt. (1) gilt zweifelsohne. Es bleibt also (2) zu zeigen.

Wir wéhlen uns nun ein ag (G darf also nicht leer sein). Dann gibt es ein e € G, dass
die Gleichung e o ap = ag erfiillt ist. Nun wéahlen wir uns ein beliebiges a € G und dazu
ein ¢, so dass apoc =a. Dann ist eoa=eoapoc=apoc =a.

Nun beweisen wir (2b). Laut (2'b) ldsst sich zu jeder Gleichung d o a = b fiir zwei
vorgegebene a,b ein d finden, so dass die Gleichung d o a = b erfiillt ist. Insbesonders
ldsst sich ein d zur Gleichung d o a = e finden (da ja e € G). Dieses d ist damit das
verlangte linksinverse Element zu a. O



1 Definitionen und wichtige Eigenschaften von Gruppen

Eindeutigkeit der Losbarkeit der Gleichungen aus (2'a) und (2'b):

Im Folgenden werden wir uns darauf beschriinken, dies fiir (2'a) zu zeigen; fiir (2'b)
konnten wir analog vorgehen.

Gébe es nun ein ¢7 und ein ¢ # cq, so dass (2'a) fiir ¢y und ¢, erfiillt ist, so haben wir
aoci=bund aocy =b, also aocy = aocy. Wir kénnen uns nun ein inverses Element
d zu a suchen (wie oben) und die Gleichung mit diesem von links durchmultiplizieren,
womit wir bei ¢; = ¢, angelangt sind. Aus unserer Annahme folgt also ein Widerspruch
zu ihr. Also muss ci; = cy: Die Gleichung hat also hdchstens eine Losung. Aus dem
oberen Satz aber wissen wir bereits, dass jede Gleichung der Form aus 2’ mindestens
eine Losung besitzt. Die Gleichung muss also eindeutig losbar sein.

Beim Beweis des vorhergehenden Satzes haben wir gesehen, welche Vorteile uns die
bewufite Minimierung unserer Forderungen einbringt. Hétten wir zum Beispiel nun auch
noch die Existenz rechtsneutraler und rechtsinverser Elemente gefordert, so hitten wir
zwar immer noch die gleiche Struktur, ndmlich eine Gruppe, mit der wir uns befassen,
jedoch miissen wir fiir manche Sétze, wie zum Beispiel diesen Satz, viel mehr beweisen.
Die Tatsache, dass (N, +) keine Gruppe darstellt, spiegelt sich zum Beispiel in der Tat-
sache, dass kein x € N, welches die Gleichung 1+ x = 0 erfiillt, wider. Dies ist natiirlich
nichts anderes als das von uns schon angesprochene Fehlen inverser Elemente beziiglich
der Addition in N. Um jedoch jede Gleichung, die uns begegnen kénnte, 16sen zu kénnen,
haben wir unseren ,,Zahlbegriff* immer wieder erweitert: Von N gelangten wir zunéchst
nach Q" (Multiplikation) und dann zu Z (Addition).

Definition 3. Unter der Ordnung einer Gruppe versteht man die Anzahl ihrer Elemente.
Fiir die Ordnung einer Gruppe G schreibt man oft |G].

Definition 4. Geben wir uns eine Menge X vor und betrachten die Menge aller bijektiven
Abbildungen von X auf sich selbst. Wir schreiben

S(X) ={f € Abb(X, X) : f bijektiv}.

Wie wir noch sehen werden, bildet S(X) beziiglich der ,,Hintereinanderschaltung“ eine
Gruppe. Deshalb werden wir S(X) symmetrische Gruppe der Menge X nennen. Ist X =
{1,...,n}, so schreiben wir fiir S(X) auch S;, und man nennt jedes Element von S,
eine Permutation der Zahlen 1,...,1n. S;, nennt man dann auch Permutationsgruppe. In
dieser Arbeit werden wir mit dem Begriff Permutationsgruppe auch Untergruppen von
Sy bezeichnen (wie auch in [2], S.36).

Hinweis 4. Elemente o der symmetrischen Gruppe S(X) schreibt man oft in der Form
o= (),
Ji )2 oo )n

wobei iy und Elemente von X sind und ihnen durch o die Elemente jyx (wiederum von
X) zugeordnet werden.



1 Definitionen und wichtige Eigenschaften von Gruppen

Unter der bereits angesprochenen ,Hintereinanderschaltung“ o von Permutationen o, p

wollen wir, fiir

i1 i ... in i1
o=1| . . . und p =
<J1 j2 ... Jn> P <k1
7T = 0 o0 P mit
T P N
“_<k1 k2 ... kn>

in
Kn

verstehen. Dabei ist anzumerken, dass diese ,,Hintereinanderschaltung® nicht der in der
Mathematik verbreiteten Definition entspricht, bei der zunéchst die hintere Permutation

ausgefiihrt wird und danach die davor stehende.

Nun wollen wir zeigen, dass S(X) eine Gruppe beziiglich der Hintereinanderausfithrung

unserer Permutationen bildet.

1. Abgeschlossenheit

Wir wollen hier als bekannt voraussetzen, dass die Hintereinanderausfithrung zwei-
er bijektiver Abbildungen auf der gleichen Menge wieder eine bijektive Abbildung

auf dieser Menge ist.

2. Assoziativitat

Haben wir drei Permutationen

1',1 1',2 in j]
o= . . . , P =

<J1 j2 ... Jn> P <k1
(X k2 .. ke
”(11 Lol

A i g
ww)"”(k] k2 ... kn>o<

i1 i ... in
0o oOTl) = . . . o
loom] (n j2 ... Jn> (

also (cop)om=o0co(pom).

) , so haben wir

in i i ... in
ln UL o 1y )

11 12 ... 1p

. . . . 11 1 ...
3. Existenz eines neutralen Elementes: Die Permutation e = ( .1 .2 T )

erfiillt unsere Forderungen an das neutrale Element.



1 Definitionen und wichtige Eigenschaften von Gruppen

11 12 ... 1in

4. Existenz inverser Elemente: Zur Permutation o = < i j
1 J2 -+ In

) suchen wir

2 >, die auch eine bijektive Abbildung
11 12 ... 1n

T_,

uns die Permutation o~ ! = <

von X auf X ist. Es gilt nun: co 0™



2 Untergruppen und Normalteiler

Definition 5. Sei (G, o) eine Gruppe und U C G eine Teilmenge von G. U heifit Unter-
gruppe von G, wenn sie selbst eine Gruppe mit o bildet.

Hinweis 5. (vgl. [6], S. 10) U ist genau dann eine Untergruppe von G, wenn die Grup-
penaxiome 1,3 und 4 fiir U erfiillt sind, da das Assoziativgesetz ja aufgrund seiner Giil-
tigkeit fiir G auch fiir alle Elemente aus U gilt. Man kann an eine Untergruppe also
folgende Forderungen stellen:

1. aob € U fiir alle a,b € U.
2. ec U

3. a ' e U fiir alle a € U.

Hinweis 6. {e} und G selbst sind offensichtlich immer Untergruppen einer Gruppe G.
Deshalb bezeichnet man sie als triviale Untergruppen.

Definition 6. ([6], S. 10) Zwei Elemente a,b € G heien (iiber h) zueinander konjugiert,
wenn es ein h € G gibt, so dass b = ho aoh™! bezichungsweise a = h™'oboh =
hTobo(h hH) .

Definition 7. (vgl. [6], S. 12) Eine Untergruppe H einer Gruppe G wird als Normalteiler
bezeichnet, wenn fiir jedes h € H und jedes g € G das Produkt gohog~' € H.

Hinweis 7. (vgl. [6], S. 12) Bei abelschen Gruppen sind alle Untergruppen Normalteiler,
denn es gilt immer: gohog ' =gog 'oh=h e H.



3 Nebenklassen und der Satz von Lagrange

Definition 8. (6], S. 13) Die Rechtsnebenklasse Hg der Untergruppe H einer Gruppe
G ist die Menge aller Produkte h o g, wobei h die gesamte Untergruppe durchlduft und
g € G fix bleibt, also Hg ={h o glh € H}.

Analog wird die Linksnebenklasse gH dieser Untergruppe H von G definiert.

Hier erkennen wir nun, dass eine Untergruppe H genau dann ein Normalteiler ist, wenn
alle Rechtsnebenklassen Hg mit den entsprechenden Linksnebenklassen gH iibereinstim-
men.

Im Folgenden werden wir uns nur mit den Rechtsnebenklassen beschiftigen. Die folgen-
den Sétze und Beweise lassen sich aber fiir die Linksnebenklassen analog formulieren
und beweisen.

Hinweis 8. (vgl. [6], S. 14) Da H selbst eine Gruppe ist, muss sie ja auch e enthalten.
Damit gibt es fiir jedes g € G eine Rechtsnebenklasse von H, ndmlich Hg, der g selbst
angehort.

Satz 2. Ist g € H und H Untergruppe von G, so ist Hg = H (vgl. [6], S. 13f)

Beweis. Wir wissen, dass H eine Untergruppe von G ist, also, dass H selbst eine Gruppe
darstellt (mit der Verkniipfung o aus G). Da H ja abgeschlossen (beziiglich o) ist, liegt
nun auch hog in H. Auch gilt Satz 1; insbesondere gilt hier 2'b, also, dass jede Gleichung
der Form d o a = b fiir jedes a,b € H mit einem Element d € H lésbar ist, wenn (H, o)
eine Gruppe bildet. Wir kénnen nun fiir unseren Fall a = g setzen und bekommen fiir
jedes beliebige Element b € H nun ein d € H geliefert, so dass die Gleichung erfiillt
ist. Also liegen alle ho g in H und fiir jedes b € H lédsst sich ein a € H finden, so dass
aog =Db. Also ist jedes Element von Hg auch Element von H und jedes Element von H
liegt auch in Hg: Es gilt also Hg = H. O

Satz 3. (vgl. [6], S.13ff) Zwei Rechtsnebenklassen Hg und Hk der Untergruppe H von
G sind entweder gleich (enthalten also die selben Elemente) oder haben kein Element
gemeinsam.

Beweis. Wir nehmen nun an, Hg und Hk hétten ein gemeinsames Element, also hjog =
h, o k. Durch ,Multiplikation“ der Gleichung mit h2_1 von links und mit g~ von rechts
gelangen wir nun zu: h? ohjogog ! = h.? ohyokog', also h? oh; =kog™.

10



3 Nebenklassen und der Satz von Lagrange

Die linke Seite dieser Gleichung ist ja selbst Element von H und somit natiirlich auch
die rechte Seite ko g~'; wenn wir nun die Rechtsnebenklasse H(k o g ') bilden (und mit
Hilfe des vorangehenden Satzes) folgt nun: H(ko g~—') = H.

Bilden wir nun die beiden Rechtsnebenklassen H(k o g~')g = Hg, so gelangen wir zum
Ziel: Hk = Hg. O

Hinweis 9. Die Méchtigkeit |[Hg| von Hg ist gleich der Méchtigkeit |H| von H, da fiir
jedes hjog =d kein hpog = d (hy,hy € H, hy # h;), da sonst wieder hy = h; folgen

wiirde.

Der folgende Satz wird uns spéter bei der Suche nach Untergruppen besonders hilfreich
sein, da er eine Aussage iiber die Ordnung einer Untergruppe macht und uns die Arbeit
erspart, nach Untergruppen (aufler den trivialen) von Gruppen bestimmer Ordnungen,
wie zum Beispiel Primzahlen, zu suchen, da er solche nicht zulésst.

Satz 4. Satz von Lagrange (vgl. [6], S.15f)
Die Ordnung M jeder Untergruppe H einer endlichen Gruppe G ist ein Teiler der Ord-
nung N der Gruppe G.

Beweis. Wir haben gesehen, dass jedes Element g von G in mindestens einer Rechtsne-
benklasse Hg von einer Untergruppe H vorkommt, wenn es aber in mehreren Rechtsne-
benklassen vorkommt, sind diese zwangsldufig gleich. Die Gruppe zerféllt also in Rechts-
nebenklassen. Dabei hat jede Rechtsnebenklasse die Ordnung M der Untergruppe H,
beziiglich der sie gebildet wurde. Die Anzahl L der verschiedenen Rechtsnebenklassen
muss also multipliziert mit der Ordnung M der Untergruppe H wieder die Ordnung von
G ergeben, da dieses Produkt die Anzahl der verschiedenen Elemente von G ergibt. Da-
bei ist offensichtlich L € N. Wenn wir die Ordnung von G mit N benennen, erhalten wir
die Gleichung

L-M=N, (3.1)

die aussagt, dass M ein Teiler von N sein muss. O

11



4 Geometrische Anwendungen

4.1 Drehgruppen

Wenn wir ein regulares n-Eck mit den Eckpunkten p1,...,pn um ein ganzzahliges Viel-
faches k des Winkels 2% um seinen Mittelpunkt drehen, so erhalten wir ein n-Eck, das
zu dem ursprunghchen n-Eck deckungsgleich ist.

Wir kénnen eine Drehung um den Winkel Z"k auch durch k-faches Anwenden der Dre-

hung um 2—” erreichen. Wir werden also die Drehung um 2—” mit d und die Drehung um

ZTEk mit dk bezeichnen.
Offensmhthch gilt

d®od' = dktt (4.1)

und
antk = ak, (4.2)

wobei die Abbildung o die Hintereinanderausfithrung von Drehungen ist. Die Menge
aller dieser Drehungen {d®, d',...,d™ "} bildet beziiglich der Hintereinanderausfiihrung
dieser Drehungen eine Gruppe:

e Abgeschlossenheit
Seien d* und d' zwei beliebige Elemente unserer Drehgruppe. Dann ist ihre Ver-
kniipfung d* o d' = d*! wieder Element der Drehgruppe, wenn k + 1 < n. Ist
k+1>mn, so gilt ja d*t = gkt

e Assoziativitdt (vgl [T0], S. 20) Geben wir uns drei beliebige Abbildungen M, N
und O, die die Punkte P, Q, R und S wie folgt abbilden: P M, Q, Q MR

und R & S. Dann ist aber P (ﬂ) R und R - S, aber auch P M, Q und

Q M5 also P MM s und P MM s Damit ist (MN)O = M(NO) fiir

beliebige Abbildungen, die Punkte wieder auf Punkte abbilden.

e Existenz eines neutralen Elementes
Es gilt d° o d* = d%* = dk. Also ist d° das neutrale Element fiir jedes d*. Die
Drehung d° ist die Drehung um 0°, lisst also die Punkte des n-Ecks fest.

12



4 Geometrische Anwendungen

e Existenz inverser Elemente
Es gilt A" %o d* = d°. Also ist zu einem beliebigen Element d* der Drehgruppe
das Inverse als d™ % gegeben.

4.2 Diedergruppen

Betrachten wir nun die Menge aller Deckbewegungen der regulidren n-Ecks.

Wir wollen nun wieder mit d* die k-fache Drehung des n-Ecks um den Winkel 27” bezeich-
nen und mit s eine Spiegelung an einer festen Spiegelachse. Im Folgenden werden wir mit
s die Spiegelung an der Spiegelachse durch den Punkt p; und den Umkreismittelpunkt
unseres n-Ecks bezeichnen.

Betrachten wir nur die Drehungen d* um den Mittelpunkt, so erkennen wir eine Dreh-
gruppe wieder; fiir die Drehungen gelten also die beiden Regeln, die wir im vorherigen
Abschnitt aufgefiihrt haben.
Dariiberhinaus erkennen wir, dass s
das n-Eck unberiihrt lassen.

Wir kénnen alle Spiegelungen an den Symmetrieachsen auf eine Drehung und eine Spiege-
lung an einer festen Symmetrieachse zuriickfithren, da eine Spiegelung nur den Drehsinn
des n-Ecks dndert und wir deshalb das an einer festen Achse gespiegelte n-Eck einfach
durch eine Drehung mit dem an einer anderen Achse gespiegelten n-Eck zur Deckung
bringen koénnen. Hier erkennen wir, dass sod¥=d*os=d"  os.

Insbesonders mit unserer festen Spiegelung s konnen wir jede Spiegelung darstellen,
indem wir unser n-Eck zunéchst so drehen, dass der Punkt p; an der Stelle steht, an
der wir ihn auch nach der Spiegelung haben wollen. Die Spiegelung s (durch p; und
den Mittelpunkt des n-Ecks) ldsst dabei p; fix, da dieses sich ja auf der Spiegelachse
befindet. Die restlichen Punkte sind danach eindeutig durch den Drehsinn, der sich durch
die Spiegelung gedndert hat, festgelegt.

Nun stellt sich die Frage, ob diese Menge von Deckbewegungen die Gruppenaxiome
beziiglich der Hintereinanderausfithrung erfiillt.

2 = e, da zwei Spiegelungen an einer festen Achse

1. Abgeschlossenheit.
Einen Teil des Nachweises haben wir schon bei den Drehgruppen gebracht. Nun
wollen wir nur noch zeigen, dass
a) (d*os)o(d'os) € Dy und dass
b) d*o(d'os) € D,
fir kund lmit 0 < k <nund 0 <1 < n. (d%os)od! € Dy, folgt direkt aus
d¥o(dlos) € Dy

Zu a)
d*o(dlos)=(d*odY)os=d*os.

13
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d* o s liegt aber in Dy, da d¥' € Dy, fir 0 < k+1 < n und fiir k +1> n gilt
d*tt = @ welches wegen k < n und 1 < n kleiner als 2n ist.

Zu b)

(dos)o(dlos)=d*o(sod)os=d*odlosos=dkodt=d"te D,

2. Assoziativitit.
Der Beweis, den wir beim Nachweis des Assoziativgesetzes bei den Drehgruppen
gefithrt haben, lasst sich hier auch ohne Weiteres anwenden.

3. Existenz eines neutralen Elements.
Die Drehung d° um 0° um den Mittelpunkt lisst das Dreieck fest.

4. Existenz inverser Elemente.
Wir haben auch hier bei den Drehgruppen schon eine gewisse Vorarbeit geleistet.
Jetzt brauchen wir uns nur noch um die Inversen zu d* o s kiimmern. Es sticht ins
Auge, dass (d¥os)o(d*os) =d*o(sos)od ™ =d*¥k=d°=e, also dass eine
Spiegelung ihr eigenes Inverses ist, was auch rein intuitiv klar ist.

Definition 9. Die Diedergruppe Dy, ist die Gruppe der n Drehungen und n Spiegelungen
der Ebene, die ein reguléires n-Eck in sich iiberfiithren.

4.2.1 Veranschaulichung an der Diedergruppe D;

Im Folgenden sehen wir alle Félle, die auftreten kénnen, wenn wir ein Dreieck durch
Drehungen und Spiegelungen der Ebene, in der es liegt, wieder in ein solches Dreieck
{iberfithren. Dabei sind die Elemente unserer Diedergruppe die Uberfithrungen des Aus-
gangsdreiecks in die jeweiligen anderen Dreiecke.

P3 P2 P1 P2 P3 P1
PlAm DsAm DzAm D1AP3 Dzﬁlm DsApz

Abbildung 4.1: Die Drehungen und Spiegelungen des gleichseitigen Dreiecks

Untergruppen der Diedergruppe D3

Untergruppen von D3 kénnen nach dem Satz von Lagrange nur die Méchtigkeiten 1,2, 3
und 6 haben, da die Michtigkeit von D3 gleich 6 ist. Wir wollen im Folgenden mit
H;i; eine Untergruppe von D3 bezeichnen, wobei i die Méchtigkeit dieser Untergruppe
bezeichnet und j nur der Nummerierung dient.

Als Untergruppe mit der Méchtigkeit 1 kommt nur Hy = {e} in Frage, da das Einselement
in jeder Gruppe vorhanden sein muss.
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Es lassen sich auch Untergruppen mit der Méchtigkeit 2 finden: Hy; = {e,s},Hy =
(e, dos}, Hy3 = {e, d?os). Diese bestehen jeweils aus dem Einselement und einem anderem
Element aus D3, das sein eigenes Inverses ist (sonst bendtigten wir auch noch dieses
in unserer Untergruppe). Diese Forderung erfiillen unsere Spiegelungen, wie wir oben
beim Nachweis der Existenz inverser Elemente erkannt haben. Drehungen kénnen diese
Forderung (bis auf d® = e) aber nicht erfiillen, da wir d~' = d? und d=2 = d' haben.
Diese kommen nun bei der Suche nach Untergruppen mit der Méchtigkeit 3 zu tragen,
da wir hier keine Spiegelungen verwenden kénnen: Wenn wir eine Spiegelung verwenden
wiirden, brauchten wir noch eine Spiegelung, damit wir die Méchtigkeit von 3 erhalten,
denn das Inverse des letzten Elements muss ja auch in unserer Untergruppe vorhanden
sein. Die Verkniipfung von zwei (verschiedenen) Spiegelungen wiirde uns aber insgesamt
eine Drehung liefern (die nicht mit d° {ibereinstimmt, da die zwei Spiegelungen ja ver-
schieden sind, also nicht ihre gegenseitigen Inversen sind). Hier wire also in diesem Fall
die Abgeschlossenheit nicht gegeben. Wir miissen uns also fiir zwei inverse Drehungen
entscheiden. Hier kann also folgender Fall auftreten, Hz; = {e, d', d?}, der nichts anderes
als die Drehgruppe des reguldren Dreiecks darstellt.

Als Untergruppe mit der Méchtigkeit 6 finden wir nur Hg = G selbst.

Normalteiler von D3

Hier sind offensichtlich auf jeden Fall die Untergruppen Hy und Hg Normalteiler, da hier
ja fiir H; = {e} immer goeog ' =gog ' =e € Hy und fiir Hg = G ist natiirlich auch
fiir jedes h € H die Forderung goho g~ € H, da H= G und G abgeschlossen ist.

Nun kénnen wir die Untergruppen der Méchtigkeit 2 betrachten: Hier gilt fiir Ho; = {e, s}
offensichtlich dosod ' =dodos =d?os ¢ Hyj und fiir Hy, = {e,d o s} kénnen wir
do(dos)od'=dododos=eos=s ¢ Hay feststellen. Fiir Ho3 = {e, d% o s} finden
wir wieder do (d?os)od ' =dod?odos=dos ¢ Hys.

Nun untersuchen wir noch Hz = {e, d, d%}: Hier haben wir auch hier fiir jedes g € H ja
die Normalteilerforderung schon wegen der Tatsache erfiillt, dass H selbst eine Gruppe
ist. Fiir g ¢ H,g € G, also alle Spiegelungen d* o s haben wir d*osodYod*os =
(d*o s)2 od™¥ =eod Y € Hs. Damit ist neben den trivialen Untergruppen auch Hjs ein
Normalteiler von D3.

4.2.2 Veranschaulichung an der Diedergruppe Ds

Ahnlich zum letzten Beispiel kénnen wir hier die Elemente unserer Diedergruppe durch
die Fiinfecke darstellen, die aus dem Ausgangsfiinfeck durch Elemente dieser Diedergrup-
pe entstanden sind. Gemé&B unserer Regeln, dass hier d° = e = s? und d¥os =sod 7k,
konnen wir nun eine Verkniipfungstafel erstellen:
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o d° d’ d? d3 d* s d'os| d?os | d3os | d*os
d° d° d’ d? d3 d? s d'os | d?os | d°os | d*os
d’ d’ d? d3 d? d° d'os [ d?os | d’os | d*os |s

d? d? d> d? d° d’ d?os | d3os | d*os | s dTos
d3 d3 da* d° d’ d? dPos | d?os|s dTos | d?os
da* da* d° d’ d? d3 d?os | s dlos | d?o0s | d30os
s s d*os | d3os | d?os|dlos | d° da? d3 d? d’
dTos | dlos | s d*os | d30s | d?os | d! d° a4 a3 d?
d?os | d?os | dlos|s d*os | d3os | d? d’ d° d? d>
d>os | d’os | d?os |[dlos|s d*os | d° d? d’ d° d?
d*os [ d*os | d’os | d?os | d'os|s d? d3 d? d’ d°

Wir sehen also, dass die Diedergruppe vollstdndig durch unsere drei Regeln festgelegt ist
und (da die Gruppentafel nicht symmetrisch zur Hauptdiagonalen ist), dass die Dieder-
gruppe D5 nicht abelsch ist. Dies konnen wir fiir alle Dy, mit n > 2 zeigen, denn damit
D,, abelsch ist, miisste fiir jedes d* € D, die Gleichung d* o s = s o d* erfiillt sein, und
mit unseren Regeln folgt nun d* = d~¥. Dies ist offensichtlich zum Beispiel fiir k = 1
nie erfiillt (— solange n > 3).
Nun stellen wir die Fiinfecke dar, die wir durch die Drehungen unserer Diedergruppe D5
aus dem Ausgangsfiinfeck erhalten:

P5

P1

P2

P3

Pa

P1

P3 P4

P2

Ps P1

Pa

P3
Q
Ps
Q

P2

Pa

P3

Pa

Abbildung 4.2: Die Drehungen eines reguldren 5-Fcks

P2

P1

Ps
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Nun wenden wir uns den Fiinfecken zu, die durch Spiegelungen (an unserer festen Achse
durch den Punkt p; und dem Mittelpunkt des Fiinfecks) aus unserem Urfiinfeck hervor-
gegangen sind. Dabei sind die Spiegelachsen, die wir durch die Hintereinanderausfithrung

von Drehungen und Spiegelungen durch unsere feste Achse darstellen konnen, gestrichelt
eingezeichnet.

P3 P4 bS5

P2 Pa P3 Ps Pa P1

P1

P5 P2 P1 P3

P1 Ps . P3 P2
P2
P4 P3 '

Abbildung 4.3: Die Spiegelungen eines regulédren 5-Ecks

Da wir unsere Gruppenelemente ja auch als Vertauschung der Eckpunkte ansehen kon-
nen, kénnen wir unsere Gruppenelemente nun als Permutationen schreiben:

L.(12345 d_12345 2345
‘1 2345)%\51234 12 3)
5
1
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Wie wir erkennen konnen, gilt auch hier, wenn wir die Permutation, die der Drehung
entspricht mit R und die, die der Spiegelung entspricht mit M bezeichnen, R> = e = M?2.
Wir wollen fiir die Komposition von Permutationen das Zeichen ,,-“ wéhlen.

Wenn wir nun noch zeigen kénnen, dass R¥-M = M -R7¥, haben wir alle unsere Gesetze,
die unsere Diedergruppe festlegen, auch fiir unsere Permutationsgruppe gezeigt.

Wir konnten dies nun fiir alle moglichen k einzeln nachweisen, kénnen es jedoch auch
induktiv zeigen:

1. Induktionsanfang
Fiir k = 1 ist unsere Vermutung erfiillt:

1 (1 2 3 45 123 45\ (12 4 5\
M-R _<1 54 3 z>'<2 345 1>_<2 15 4 3>_R'M
2. Induktionsschritt

Wir gehen nun davon aus, dass unsere Vermutung bereits fiir ein bestimmtes k =n
erfiillt ist und versuchen, aus dieser Tatsache allgemein abzuleiten, dass sie dann
auch fir k =n+ 1 erfiillt ist.

R . M=R-R*-M=R-M-R™"=M-RT-R™=M-R—(n+ 1). Dabei haben
wir allerdings im vorletzten Schritt auch noch unseren Induktionsanfang verwendet.
Aus der Tatsache, dass unsere Vermutung fiir k = 1 gilt, kénnen wir nun mit Hilfe
unseres Induktionsschritts folgern, dass sie dann auch fiir k = 14+ 1 = 2 gelten

muss, aus dieser Tatsache dann wiederum die Giiltigkeit fiir k = 3 folgern und so
fort.

3
5

Das Prinzip der vollstéindigen Induktion ist in der Mathematik sehr verbreitet und findet
vor allem Anwendung, wenn man eine Vermutung fiir alle natiirlichen Zahlen (iiber dem
Induktionsanfang) zeigen will, in unserem Beispiel hat es uns aber nur drei oder vier
Rechnungen erspart, da wir fiir k > 5 mit Hilfe der ersten Regel wieder zu k < 5
kommen wiirden.

Die Tatsache, dass wir eine Permutationsgruppe finden konnten, die sich genauso verhélt
wie unsere Diedergruppe ist kein Zufall; in der Gruppentheorie existiert der Satz von
Cayley ([2] S.36), der uns garantiert, dass zu jeder endlichen Gruppe ein Isomorphismus
zu einer Permutationsgruppe existiert.

Definition 10. Ein Isomorphismus von einer Gruppe G auf eine Gruppe G’ ist eine Art
LWorterbuch“([1] S.95), eine Abbildung @, die folgende Eigenschaften (vgl. [4] S.2) zu
erfiillen hat:

1. Fiir a # b gilt ®(a) # ®©(b) (mit a,b € G).

2. Fiir jedes Element aus G’ gibt es ein a € G, so dass sich dieses Element in der
Form ®@(a) schreiben lisst.
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3. @ erhilt uns Produkte:
®(ab) = O(a)D(b)

Anschaulich ist ein Isomorphismus eine Abbildung, die die Struktur unserer Gruppentafel
unverdndert ldsst; zwei zueinander isomorphe Gruppen unterscheiden sich nur in ihren
Bezeichnungen.

In unserem Fall haben wir als Elemente von D5, wie wir der Verkniipfungstafel entneh-
men konnen, nur solche der Form d*osY mit x € {0,1,2,3,4,5} undy € {0, 1}. Wir haben
nun ein @ gefunden, dass ein solches Element auf R* - MY abbildet.

Fiir zwei verschiedene Elemente a,b aus D35 folgt hier offensichtlich auch, dass ®(a) #
@(b). AuBerdem finden wir auch fiir jedes k = R*- MV aus unserer Permutationsgruppe
ein Element a € Ds, ndmlich a = d* o sY mit ®(a) = k. Nun kénnen wir noch sehen,
dass wir fiir a,b € D5 nach einigen Fallunterscheidungen (y, w gerade/ungerade) genau
zu ®(aob) =0(d¥osYod*os")=®d(a)- - D(b) gelangen.

Untergruppen der Diedergruppe D5

Auch hier kénnen wir alle Untergruppen betrachten. D5 hat die Ordnung 10. Es kommen
also nur Untergruppen der Ordnung 1,2,5 und 10 in Frage.

Als Untergruppe H; haben wir wieder {e}.

Fiir Hp; mit |[Hpil = 2 kommen wir nach gleichem Vorgehen wie bei der Diedergruppe
D3 zu:

Hap ={e, s}, Hy ={e,dos}, Hyzs ={e,d?os}, Has ={e,d3 o s} und Has = {e,d* o s.
Fiir Hs mit [Hs| = 5 finden wir nun wieder Hs = {e, d, d?, d3, d*}.

Letztendlich gibt es nur die eine Moglichkeit fiir Hyp, ndmlich Hyg = Ds.

Normalteiler von D5

Als Normalteiler finden wir hier wieder (nach analogem Vorgehen wie bei der Normal-
teilersuche bei D3) die trivialen Untergruppen und {e, d, d?, d3, d*}.

4.3 Allgemeines iiber Untergruppen und Normalteiler von
Diedergruppen

Neben den trivialen Untergruppen Hy = {e} und H,,,) = D+, selbst, hat jede Diedergrup-
pe auf jeden Fall n Untergruppen Hj; mit den Elementen e und d)os; da jede Spiegelung
ihr eigenes Inverses ist, ist jedes Hj; abgeschlossen, und auch das neutrale Element (e)
und die inversen Elemente sind alle vorhanden (da ja jedes Element von H; sein eigenes
Inverses ist).

Nun haben wir auf jeden Fall noch Hy,, das eine zyklische Untergruppe mit dem erzeu-
genden Element d von D,, darstellt.
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Fine zyklische Gruppe ist eine Gruppe, die von einem einzigen Element erzeugt wird,
also eine Gruppe, in der ein Element a existiert, so dass sich jedes Gruppenelement ¢
als g = a® (mit einem k € N) schreiben lisst. Man schreibt fiir eine solche Gruppe oft
(a), wenn man mit a das erzeugende Element bezeichnet.

Diese zyklische Untergruppe H,, ist abgeschlossen (da jede Potenz von d darin enthalten
ist und wir nur solche aus Verkniipfung von Potenzen von d erhalten kénnen), enthélt
e = d™ und zu jedem d* sein Inverses d™ .

Es sticht auch ins Auge, dass diese Untergruppe abelsch ist, also dass d'o d™ = d™o d'
gilt, denn o. B. d. A. koénnen wir 1 > m wihlen; damit haben wir dann d'o d™ =
dmod-™mod™m=dmodl.

Diese Untergruppe ist neben {e} und D,, immer ein Normalteiler von Dy, da wir ja
mit aohoa !, mit h € Hy, und a € Dy, fiir a € Hy ja selbstverstéindlich wieder
ein h' € H, erhilt und fiir a ¢ H, ja a eine Spiegelung sein muss; dann ist aber
aochoa'=aocaoh™'=hTeH,.

Damit haben wir Untergruppen erfasst, die jede Diedergruppe haben muss, auch dieje-
nigen, bei denen n Primzahl ist, da wir bisher Untergruppen mit den Ordnungen 1,2, n
und 2n betrachtet haben.

Betrachten wir nun Diedergruppen, bei denen n nicht Primzahl ist, also durch eine natir-
liche Zahl t (t # 1) teilbar ist. Dann kénnen wir eventuell Untergruppen der Ordnungen
t bzw. 2t finden. Suchen wir zunéchst die Untergruppen der Ordnung t. Hier haben wir
offensichtlich <d%>, wieder eine abelsche zyklische Untergruppe, die auch wieder Nor-
malteiler ist:

Die Normalteilerforderung lautet fiir diese Untergruppe:

d¥osYod™o (d"os)_1 € Hy, mit u= ¢ und r € N,

Nun machen wir eine Fallunterscheidung:

1. Fall: y=0
d*od™od*=d™ e H¢
2. Fall: y=1

d¥osod™o(d¥os) | =d¥osod™o(d¥os) =d¥ososod ™od ¥ =d "€ H,

Analog kénnen wir fiir Hy, vorgehen, wobei wir dann auch wieder einen Normalteiler
bekommen mit H,, = (d").

Als Untergruppen Hy¢ haben wir hier natiirlich die Diedergruppen des reguléren t-Ecks.
Die Normalteilerforderung lautet fiir diesen Fall:

d*osYod™os%o (d¥osY) " € Hy

Fiir z = 0 sind wir wieder beim oberen Fall gelandet, von dem wir nichts zu befiirchten
haben, da wir dort ja die Normalteilerforderung erfiillt sahen.

Nun betrachten wir den Fall z = 1 und werden wieder eine Fallunterscheidung durchfiih-
ren miissen:
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1. Fall: y=0

dxodmosodfx:dxodmodxos:dm+2xos

2. Fall: y=1

dXosodmoso(dxos)_]sod*Xodmod*Xosos:Sodmfbc:dz)cfmos

Damit unsere Untergruppe Hy¢ also ein Normalteiler ist, muss ru+2x = au und 2x—ru =
bumit a,b € Z fiir alle x € {0, 1, - - - , n}. Diese beiden Gleichungen kénnen wir nun durch
u teilen und gelangen so zu v+ 2% = a und 25 — v =b. Fiir u = 2 sind a,b € Z (der
Fall u = 1 hat fiir uns ja keine weitere Bedeutung). Alle u, die uns einen Normalteiler
bringen, miissen insbesonders die Gleichungen fiir x = 1 erfiillen:

r+%:aund %L—r:b

Hier sehen wir also, dass wir nur fiir w = 2 eine Untergruppe, die eine Diedergruppe ist,
als Normalteiler haben. Dies ist dann D n; fiir + = u haben wir aber die Diedergruppe D+
und Dy, als Untergruppen. Um eine Untergruppe zu haben, die wieder eine Diedergruppe
und auch Normalteiler ist, muss eine Diedergruppe D, also ein n besitzen, das durch 2
teilbar ist.

Wir kénnen uns nun die Frage stellen, ob die schon von uns gefundenen Untergruppen
alle Untergruppen einer Diedergruppe D, sind. Um diese Frage beantworten zu koénnen,
versuchen wir noch ein paar allgemeine Sachverhalte zu zeigen:

Im Allgemeinen kénnen wir erkennen, dass eine Untergruppe, die sowohl Drehungen als
auch Spiegelungen enthihlt, die gleiche Anzahl an Drehungen (mit d™ = d° als Drehung)
wie an Spiegelungen enthalten muss.

Beweis. Wir haben mit Hilfe unserer Rechenregeln schon erkannt, dass die Verkniipfung
zweier Spiegelungen immer eine Drehung ist. Da wir mit H ja eine Untergruppe haben
wollen, sollte diese aber die Gruppenaxiome, also auch Satz 1 erfiillen. Es muss also
zu jeder Spiegelung genau so viele von ihr verschiedene Spiegelungen geben, wie wir
Drehungen haben:

Jede Gleichung a o b = ¢ muss fiir eine vorgegebene Spiegelung a und einer beliebigen
Drehung c eindeutig losbar sein, d. h. es muss genau ein b € H (welches wiederum eine
Spiegelung sein muss, da die Verkniipfung von a und b sonst wieder eine Spiegelung wére)
geben, das die Gleichung fiir eine vorgegebene Drehung c erfiillt. Gehen wir nun alle in
H existierenden Drehungen ¢ durch, so erhalten wir auch genauso viele Spiegelungen b.
Wir haben also mindestens so viele Spiegelungen wie Drehungen in unserer Untergruppe
H.

Hitten wir noch eine weitere Spiegelung b’ € H, die wir damit noch nicht erfasst haben,
dann kénnten wir a o b’ bilden und wiirden damit wieder eine Drehung erhalten, die in
H enthalten sein muss, denn wir wollen ja mit H eine Untergruppe von Dy. Zu jeder in
H enthaltenen Drehung ¢ haben wir aber schon die zugehorige Spiegelung b gesucht, so
dass dann b = b’ folgt.
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O

Eine Untergruppe, die Spiegelungen und Drehungen enthélt, muss also von beiden die
gleiche Anzahl enthalten. Insbesonders alle Untergruppen, die Spiegelungen enthalten
(und natiirlich auch d® = d™ = e enthalten miissen), miissen also auch die gleiche
Anzahl an Drehungen wie an Spiegelungen enthalten.
Stellen wir nun weitere Uberlegungen an:
Jede Untergruppe von Dy, die eine Drehung d™ enthélt, muss auch (da sie sonst keine
Gruppe darstellt) alle Potenzen von d™ enthalten.
Untersuchen wir nun Allgemein (d™):
Wir kénnen nun

(d™)* o d" = d™ betrachten.

Nun folgt: m -k +1r =0 (mod n), da dP = d9 nur fiir p = q (mod n) erfiillt ist (denn
wire nun nicht p = q (mod n), so miiite dP~9 = d° (mod n) und wir hétten damit
zwei verschiedene neutrale Elemente, was wir jedoch schon in Kapitel 1 ausgeschlossen
haben). r werden wir im Folgenden als Rest bezeichnen.

Um zwei gleiche Reste (fiir verschiedene k) zu bekommen, brauchen wir also:

m-k+r=m-k'+1r (modn)

und damit mk = mk’ (mod n).

Ist m nun teilerfremd zu n, so haben wir also nur k = k/ (mod m) fiir k von 1 bis n, das
die Gleichung erfiillt und damit genau n verschiedene Reste. (d™) muss also in diesem
Fall gleich (d) sein.

Bezeichnen wir mit a den grofiten gemeinsamen Teiler von m und n, so haben wir mit
allen Potenzen von d™ immer auch eine Potenz von d¢ (also (d™) C (d“)), haben
also in unserer Menge hochstens 7 verschiedene Elemente und es folgt die Forderung
a- Tk =a- 7k (modn); da a der grofite gemeinsame Teiler von m und n ist, ist 7
teilerfremd zu n (denn wenn es einen Teiler t mit n gemeinsam hétte, héitten wir at als
grofiten gemeinsamen Teiler von m und n). Damit haben wir fiir k,k’ (mod n) Werte
von 1 bis 3 und nun also 7 verschiedene Reste. Mit  vielen verschiedenen Resten haben
wir auch 7 viele verschiedene Elemente in (d™). Wir wissen bereits, dass (d™) C (d¢)
und kénnen nun folgern, dass (d™) = (d¢).

Betrachten wir nun eine Untergruppe H, die zwei verschiedene Drehungen d' und d*
enthélt:

Diese Untergruppe muss nun auch wieder alle Potenzen von d! und d* enthalten, also
(d*) € H und (d") C H. Bezeichnen wir mit a den gréfiten gemeinsamen Teiler von
k und n und mit b den grofiten gemeinsamen Teiler von 1 und n, so muss also auch
(d%) € H und (d®) C H.

Mit d® € H und d® € H miissen natiirlich auch alle d*%*P® in H liegen (fiir ganze «, )
In [B] (S. 13f) wird der erweiterte Euklidische Algorithmus behandelt, der es uns ermog-
licht, zu zwei vorgegebenen natiirlichen Zahlen a,b zwei ganze Zahlen «, 3 zu finden, so
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dass x-a+ - b = g, wobei g der grosste gemeinsame Teiler von a und b ist, zu finden.
Wir haben also auch d9 € H. Wir kénnen auch erkennen, dass jegliche Kombination
& - a+ [3-b auch ein Vielfaches von g sein muss, dass es also keine Kombination gibt,
die sich nicht als Potenz von d9 darstellen ldsst. Damit haben wir nun also H = (d9).
Nun wissen wir bereits, dass (d9) nichts anderes ist als (dP), wobei p der groite gemein-
same Teiler von n und g ist.

Haben wir nun mehrere solch ,verschiedene“ Drehungen in einer Menge, die nur aus
Drehungen bestehen und eine Untergruppe bilden soll, so ldsst sich das obige Verfahren
(fiir zwei Drehungen) sukzessiv anwenden, so dass wir schlieflich bei der zyklischen
Untergruppe (d*) landen, wobei x der grofite gemeinsame Teiler aller Potenzen und n
ist.

Haben wir nun eine Untergruppe von Dy, die eine Spiegelung enthilt (und mindestens
eine Drehung: e = d™ = d°), so muss diese, wie wir bereits gezeigt haben, genauso viele
Drehungen wie Spiegelungen enthalten.

Betrachten wir zuerst alle Drehungen, die in dieser Menge vorhanden sein sollen. Da diese
miteinander verkniipft wieder Drehungen ergeben, die auch wieder in unserer Menge sein
sollen, wir zu jeder Drehung auch eine Inversdrehung fordern, weil wir ja keine Spiegelung
haben, die das Inverse einer Drehung darstellt, sondern nur das Inverse zu sich selbst, und
d® = e in unserer Menge haben wollen, da wir dies auch nicht unter den Spiegelungen
finden, muss die Menge unserer Drehungen selbst auch wieder eine Untergruppe von D,
darstellen. Eine solche Untergruppe muss, wie wir gerade gesehen haben, die Form (d¢)
haben (mit a als Teiler von n) und die Untergruppe enthélt damit ¢ Drehungen.
Suchen wir uns nun eine Spiegelung d* o s beliebig, die wir in dieser gemischten Unter-
gruppe haben wollen. Dann lisst sich diese Spiegelung als d¥ %" o s, mit einem festen k,
schreiben, und da wir alle d“® in unserer Menge haben, muss damit ja auch die Deck-
bewegung dlatkatr d(Wk)atr 5 5 in dieser Menge sein, wobei wir fiir 1+ k wieder
o verschiedene Werte (natiirlich (mod m)) erhalten und fiir k +1 = n auch d" o s in
unserer Untergruppe finden.

Nun haben wir auch 7 verschiedene Spiegelungen und damit keinen Platz mehr fiir
weitere. Die Abgeschlossenheit macht uns hier auch keine Probleme, da die Verkniipfung
von Spiegelungen uns wieder zu e fithrt und wir mit der Verkniipfung von Drehungen
und Spiegelungen auch keine Probleme haben.

Fiir ein festes a bekommen wir also so viele verschiedene Untergruppen dieser Art, wie
wir uns verschiedene k wihlen kénnen; dies sind a Stiick (von 0 bis a—1 bezichungsweise
von 1 bis a).

Fiir jede dieser Untergruppen kénnen wir d"os = s’, das ja auch in ihr liegen muss, und
d® = d’ setzen und haben dann offensichtlich mit dieser Umbenennung einen Isomor-
phismus zu der Diedergruppe Dnx.

Damit haben wir dann dann fiir jedes a, das n teilt, a zu Dn isomorphe Untergruppen.
Kehren wir nun zu unserem Anliegen zuriick: Wir wollten Zéligen, dass wir mit unserem
zyklischen Untergruppen (d9) und unseren Diedergruppen D alle Untergruppen von

oS =
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4 Geometrische Anwendungen

D,, betrachtet haben, wenn q ein Teiler von n ist.

Dieses Problem l6sen wir folgendermafien: Wir versuchen, Untergruppen zu bauen. Um
eine Untergruppe zu erhalten, brauchen wir zunéchst ein Element, das in ihr liegt. Ist dies
eine Drehung, so erhalten wir eine zyklische Untergruppe (d9). Geben wir nun weitere
Drehungen hinzu, so wird sich an der Tatsache, dass wir eine zyklische Untergruppe der
Form (d*) haben, wie wir sukzessiv zeigen kénnen, nichts &ndern.

Gehen wir nun von einer Spiegelung aus, oder geben wir zu einer Drehgruppe Spiege-
lungen hinzu, so kommen wir, wie wir gesehen haben, zu einer Diedergruppe D n.

Nun kénnen wir auch sehen, dass es diese Untergruppen fiir jeden Teiler q von n gibt, da
wir fiir jeden Teiler q die Moglichkeit haben, uns Dreh- und Diedergruppen zu konstruie-
ren, denn wenn ¢ ein Teiler von n ist, so finden wir eine Drehung, die einen Exponenten
besitzt, der als gréfiten gemeinsamen Teiler @ mit n gemeinsam hat, zum Beispiel d9
selbst. Diese Drehung erzeugt dann eine zyklische Untergruppe (d9) (beziehungsweise
mit einer Spiegelung eine Diedergruppe Dx).

Allgemein haben wir auch schon gezeigt, aass alle zyklischen Untergruppen (d9) Nor-
malteiler von Dy, sind und fiir die Untergruppen, die Diedergruppen darstellen, nur D d
einen Normalteiler von D,, darstellt.

Damit haben wir also alle Untergruppen und Normalteiler einer Diedergruppe D, ge-
funden.
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5 Codierungstheorie

5.1 Allgemeine Einfiihrung

Um uns genauer mit der Codierungstheorie auseinanderzusetzen, miissen wir zunéchst
einige wichtige Begriffe kléren.

Im Allgemeinen bestehen Daten aus Elementen eines bestimmten Alphabets, einer Menge
von Zeichen, werden mit Hilfe einer Codierung in eine Folge von Elementen eines (meist
anderen) Alphabets transformiert; eine Folge von Elementen (oder auch Buchstaben) ei-
nes Alphabets nennt man auch ein Wort (iiber dem Alphabet A). Im Besonderen nennt
man eine injektive Abbildung der Elemente eines Alphabets A auf Worter iiber einem
Alphabet B eine Codierung . Eine Abbildung g ist injektiv, falls f(a) = f(b) nur fiira =b
erfiillt ist, also wenn keine zwei verschiedenen Elemente der Definitionsmenge von g, die-
selben Bilder haben. Nun kann man aber mit Hilfe einer Codierung auch ganze Worter,
die aus einem Alphabet gebildet werden koénnen, codieren, indem man nacheinander je-
des Element des Alphabets, aus dem das Wort gebildet wurde, codiert. Auch eine solche
Abbildung, die, durch sukzessive Codierung der Elemente eines Alphabets, Worter wie-
der auf Worter iiber ein anderes Alphabet abbildet, nennt man auch Codierung. Dabei
ist die Abbildung jedoch nicht mehr unbedingt injektiv. Es kann zum Beispiel folgender
Fall auftreten (wobei g eine Codierung ist): g(a) =y, g(b) =z und g(c) = yz (ab # c).
Nun folgt (durch unsere sukzessive Codierung g’), dass g’(ab) = g(a)g(b) =yz = g(c).
Wenn fiir alle Elemente a des Alphabets A jedoch alle Bilder g(a) die gleiche Linge n
haben, so kann man eindeutig aus jedem gegebenen moglichen Bild zuerst die ersten n
Zeichen betrachten; und dann kann man ja wegen der Injektivitdt von g auf a schlieflen.
Dieses Verfahren kann man fortsetzen, bis man das Ende des Bildworts erreicht hat. (vgl.
[, S. 32)

Die Verwendung von Codierungen hat in der Praxis viele Vorteile; es gibt Codes, wie
den ISBN-Code, den wir noch genauer kennenlernen werden, die es uns ermoglichen,
eine Aussage zu treffen, ob uns bei einer Ubertragung der codierten Daten ein Feh-
ler unterlaufen ist. Dariiberhinaus ermoglicht es uns die Codierungstheorie, Daten zu
komprimieren: Das Wort aaaaaaaaabhgop, das wir aus dem uns bekannten Alphabet
bilden kénnen, lésst sich zum Beispiel in das Wort Za9bhgop transformieren, wobei wir
den Buchstaben Z als Indikator verwenden (er sollte also von Anfang an als solcher reser-
viert sein und nicht in unserem Urwort vorkommen) und uns mit den darauffolgenden
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5 Codierungstheorie

Zeichen angibt, dass an dieser Stelle neunmal der Buchstabe a eingefiigt werden soll.
In der Praxis gibt es auch noch andere Kompressionstechniken, wie zum Beispiel die
,statistische Codierung“, bei der hdufig zu erwartende Symbole durch kurze Codeworter
und seltenere Symbole durch lingere Codewdrter beschrieben werden. ([9], S. 41)

Diese und dhnliche Kompressionstechniken erméglichen es uns im Computerbereich, Da-
teien auf Datentrigern platzsparend zu lagern oder ermdglichen uns erst, dass Dateien
auf einen Datentréger passen und natiirlich auch einen schnelleren (und mit Hilfe von
fehlererkennenden Codes auch sichereren) Datenaustausch iiber Netzwerkverbindungen.
Mit Hilfe der Codierungstheorie kann man diese Daten auch verschliisseln, so dass sie
nur Personen, die iiber die zum Entschliisseln wichtigen Informationen verfiigen, wieder
entschliisseln und damit lesen kénnen. (vgl. [9], S. 40f)

5.1.1 Die ISBN-Codierung und Allgemeines iiber Priifzeichencodierungen

Ein Beispiel fiir einen fehlererkennenden Code ist die Codierung mit Hilfe der ISBN (In-
ternational Standard Book Number). ,Von westlichen Verlagen herausgegebene Biicher
werden seit einiger Zeit mit Nummern versehen, aus denen Land, Verlag und Buch zu
identifizieren sind.“ ([9] S.56) Das Buch [9] von Ralph Hardo Schulz zum Beispiel hat
die ISBN 3 — 528 — 06419 — 6, wobei die 3 fiir das Land, die 528 fiir den Verlag und
die 06419 fiir den Artikel stehen. Die 6 ist eine Priifziffer, die es uns (unter Umsténden)
erlaubt, eine Aussage iiber die Richtigkeit der Nummer zu machen: Erfiillt die Priifziffer
eine bestimmte Kontrollgleichung nicht, so kénnen wir uns sicher sein, dass ein Fehler
aufgetreten ist, erfiillt sie diese aber, dann kénnen wir immer noch keine genaue Aussage
dariiber treffen, ob sie richtig ist. Eine giiltige ISBN-Nummer ajaaszasasagazyagaeaig
muss die Priifgleichung

9
a]oEZi-ai (modﬂ)
i=1

erfiillen. Man verwendet hier die Summe modulo 11, was zur Folge hat, dass auch der
Fall ajgp = 10 auftreten kann; wir miissen also unser Alphabet {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9},
aus dem wir die endgiiltige Nummer bilden wollen, um eine Stelle erweitern. Man hat
als Symbol fiir die 10 den Buchstaben X gewihlt. Es stellt sich nun die Frage, ob die
Verwendung der Summe modulo 11, die uns zwingt, unser Alphabet zu erweitern, uns
auch irgendwelche Vorteile verschafft. Dies tut sie, da bei einem Einzelfehler in der j-ten
Stelle die Summe folgendermafien aussieht (vgl. auch [9], S. 59):

9 9
Z i-ai—I—j-a;:Zi-ai—j-aj+j~agEam—l—j-(ag—a]-) (mod 11)  (5.1)
=117 i=1

Damit ein solcher Fehler erkannt werden kann, darf der Term j - (ag — aj) allerdings nicht
durch 17 teilbar sein. Dieser Fall kann jedoch gar nicht eintreten, da 11 eine Primzahl
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5 Codierungstheorie

ist: Das Produkt j - (a; — aj) besteht aus den Faktoren j und ag — a;; j kann sich ja nur
zwischen 1 und 9 bewegen, hat also auf jeden Fall keinen Teiler t # 1 mit 11 gemeinsam
und auch der Betrag des zweiten Faktors kann sich zwischen 1 und 9 bewegen (wir
gehen davon aus, dass a;- # aj, also dass ein Fehler aufgetreten ist) und wir wissen, dass
—a (mod n) =n—a (mod n). Also kann das gesamte Produkt gar kein Vielfaches von
11 sein, da 11 keinen Teiler t # T mit einem Faktor gemeinsam hat. Ein einzelner Fehler
der ersten neun Stellen wird also auf diese Weise erkannt, was bei Verwendung von
(mod 10) nicht gew#hrleistet hitte sein kénnen, zum Beispiel wenn der Fall j = 2 und
al —
W]iI‘ nicht modulo 11 rechnen, sondern allgemein modulo k (wobei k allerdings grofier
sein sollte als das groBite ai) notwendig fiir die Erkennung von Einzelfehlern ist, dass
alle 1 teilerfremd zu k sind und diese Forderung auch hinreichend fiir die Erkennung von
Einzelfehlern ist (vgl. auch [9], S. 59).

Die Priifgleichung kann nun auch anders formuliert und verallgemeinert werden:

aj = 5 eintritt. Allgemein kénnen wir aus Gleichung Bl erkennen, dass es, wenn

9
Zi-ai—amzo (mod 11), (5.2)
i=1
und noch allgemeiner kénnen wir, da wir ja die Teilerfremdheit zu einem allgemeinen k
nicht fiir alle i € {1,--- ,n} garantieren kénnen, die folgende Gleichung
n
Z wi-a;=c¢ (mod k) (5.3)
i=1

als Priifgleichung wéhlen. (vgl. [9], S. 59)

In unserem Fall ist w; =1 fiir 1 # 10 und w19 = —1. Wir kénnen nun von Gleichung
ausgehend (analog zur ersten Form) erkennen, dass Einzelfehler auch in der zehnten
Stelle erkannt werden kénnen.

Unsere allgemeine Gleichung findet in der Praxis vor allem fiir k = 10 (mit w;
ungerade und w; # 5) und k = 11 Anwendung, wobei sich allerdings gezeigt hat, dass
fiir k = 11 mehr Fehlertypen erkannt werden konnen als mit k = 10, dass hier jedoch,
wie wir schon gesehen haben, eine Erweiterung des Alphabets notwendig ist (vgl. [9], S.
61).

Man kann die Abbildung von i auf den Rest von w; -1 bei Division (in unserem Fall)
durch 11 als eine Permutation auffassen (vgl. auch [9] S.59) und den Begriff der Priifzei-
chencodierung auf Gruppen ausweiten; den Nachweis, dass wir es hier mit Permutationen
zu tun haben, werden wir hier allerdings nicht erbringen, die Tatsache, dass hier wieder
11 verschiedene Reste auftreten und fiir keine zwei i aus unserem Alphabet gleiche Reste
auftreten, konnten wir aber wieder &hnlich zu dem Beweis, dass (d™) = (d9) fiir den
Fall, dass a der grofite gemeinsame Teiler von n und m ist, den wir bei unserer Unter-
gruppensuche gefiihrt haben, und auch allgemein fiir den Fall, dass w; teilerfremd zu k
ist, zeigen.
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5 Codierungstheorie

In unserem Beispiel haben wir fiir w; = 8 die folgenden Reste bei Division mit 11 und
erkennen sofort, dass wir es hier mit einer Permutation zu tun haben, wobei wir allerdings
das Alphabet um die 10 erweitern.

p_ 0123 4 56738910
~\0 8521074196 3

5.2 Gruppen in der Codierungstheorie

[9] definiert die Priifzeichencodierung iiber einer Gruppe folgendermafien ([9], S.61):

Definition 11. Sei A ein Alphabet und G = (A, ) eine Gruppe mit zugrundeliegender
Menge A. Dann ist eine Priifzeichen-Codierung iiber der Gruppe G definiert durch n
Permutationen 61, --- , 8, von A, ein Element ¢ € G zusammen mit der Kontrollgleichung

Man kann erkennen, dass die Verwendung von Permutationen #uflerst sinnvoll ist, da
diese ja bijektive Abbildungen einer Menge A auf sich selbst sind. Haben wir nun einen
Einzelfehler in der j-ten Stelle vorliegen, so ist mit a; # ag dann namlich ja auch 8;(a;) #
éj(ag). Da die anderen a; € A mit 1 # j ja alle gleichbleiben, bleiben damit auch alle
di(ay) gleich. Nun kann es in einer Gruppe aber nicht vorkommen, dass koxol =koyol
fiir x # y (wir kénnten namlich auf beiden Seiten von links mit k=" und von rechts mit
17! operieren). Damit ist das gesamte Produkt der linken Seite unserer Kontrollgleichung
mit Einzelfehler auf keinem Fall gleich dem giiltigen Produkt ohne Einzelfehler.

Dies bedeutet, dass wir mit einer Priifzeichencodierung iiber einer Gruppe immer alle
Einzelfehler erkennen konnen (vgl. [9], S. 62).

5.2.1 Anwendung: Nummerierung der deutschen Geldscheine mit Hilfe von
Ds

Die Idee der Gruppe wird auch in der Codierungstheorie angewendet: Mit Hilfe der
Diedergruppe D5 des regelméfliigen 5-FEcks wurden zum Beispiel die Geldscheine, die die
Deutsche Bundesbank seit Herbst 1990 ausgegeben hat, nummeriert.

Zu diesem Zweck konnen wir die Elemente von Ds mit den Ziffern 0,1,...,9 wie folgt
codieren (vgl. [9], S. 64):

d* — i;d's — i+ 5, wobei d die Drehung um 72° und s eine Spiegelung an einer
festen Symmetrieachse des regelméfligen 5-Ecks ist. Wir konnen jetzt also eine codierte
Gruppentafel erstellen, die auch in [9] (S. 65) abgebildet ist:
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Vol || g | wln|=|o|lo
ol || ;| | o | w| N 2| =
Nl o G| 0| o] = o A w| Moo
o G0l oo || = o A w|w
vilo|oo| || W —=|o| &~
Blw| M| =] o] vl N|an| ;| :»n
WM = o B G| 0| oo || v
o= o & w| an| ;1] o] o] |~
—lo| | w| || oy v 0| 0|
o | w| | =] | | | k1] 0| o

N[N G| AW N —=O

Dabei verwendete die Deutsche Bundesbank auch Buchstaben in ihren Kennnummern,
die sich wie folgt in eine unserer Ziffern 0,1,...,9 iiberfithren lassen (vgl. [9], S. 65):
AID|G|K|LIN|S|U|Y|Z]
oft]2]3]4f[5]ef[7]8]9]

Eine solche (11-stellige) Kennnummer aja;...ajpa; muss die folgende Priifgleichung
erfiillen:

T(a1)T?(a2)T3(a3)T*(aa) T°(as)T(ae) T/ (a7) T3 (as) T (as) TO(aro)a =0,  (5.4)

wobei die Permutation T folgendermafien aussieht ([9], S. 66):

T 012345673879
\1 57628309414

Desweiteren ergibt sich fiir die Potenzen von T, wie sie zum Beispiel auch in [9] (S.66)
aufgelistet sind

2_(0123456789)\ .5 (01234567879
“\5803796142)"  "\(8916043527)
_(0123456789) .5 (01234567879
“\9453126870) “\4286573901)
6_(0123456789) ., (01234567859
“\2793806415) " “\70469132538)
und schliefllich
01234567879

8_ _
T_<0123456789>_1d'

Diese Permutation T wurde von Verhoeff [12] mit Hilfe von Computern gefunden (vgl.[S],
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S.13) und erfiillt, wie auch wir durch Ausprobieren aller moglichen x,y zeigen koénnten,
folgende Bedingung fiir alle x,y € {0,1,...,9} mit x # y:

x-T(y) #y-T(x)

Dies bedeutet, dass eine Vertauschung zweier (verschiedener) benachbarter Ziffern (auler
der beiden letzten) erkannt werden kann, denn dann muss ja

T(ar)-...THa) TN aw) . .oann £ Tlar) - ... THaipr) - T (ay) ... an.

Also muss (nach sukzessivem Kiirzen von Links und Rechts: Wir haben ja T—% = T87¥)
THai) T (aipr) # THaiw) - TH (aq) gelten. Setzen wir nun THay) = x und THayq) =
y (man beachte, dass damit x,y € {0,1,...,9} liegen), so gelangen wir nun mit Hilfe von

Ta) T (aip1) = THai) - T(THais))

und von
THai) - T (@) = THain) - T(THay)
zur Forderung
x-T(y) #y-T(x) (vgl. [9], S. 62).

Leider kann uns eventuell die Vertauschung der letzten beiden Ziffern entgehen, da ja
der Term T'%(a9) - a7 nicht die Form T ay) - T (ai41) hat, die wir bei der Erstellung
unserer Forderung verwendet haben.

Desweiteren lassen sich, wie wir schon fiir alle Priizeichencodierungen iiber Gruppen
gezeigt haben, hier auch alle Einzelfehler erkennen; mit Hilfe der Diedergruppe D5 ist es
uns also gelungen, eine Codierung zu finden, die es uns erméglicht, die beiden (nach [9]
(S. 58), wo die Ergebnisse der Untersuchung der relativen Haufigkeiten der verschiedenen
Fehlertypen in [I2] aufgelistet sind) haufigsten Fehlertypen sehr sicher zu erkennen.

5.2.2 Uberpriifen einer Kennnummer

Konkret kénnen wir jetzt an einem Beispiel iiberpriifen, ob wir einen giiltigen Geldschein
besitzen: Die Kennnummer eines 10-DM Scheines lautet GL1445302A7. Wir kénnen jetzt
auf die codierte Nummer schlieflen. Diese lautet nun 24144530207; die Priifgleichung

T(2)-T2(4)-T3(1) - TH4) - T2(4) - T®(5) - T/(3) - T8(0) - T?(2) - T'°(0) - 7 =0

muss also erfiillt sein. Diese linke Seite der Priifgleichung lautet nach Anwenden der
Permutationen

7-7-9-1.5-0-6-0-7-5-7,

nach Vereinfachen mit Hilfe unserer codierten Gruppentafel

0-8:5-6-2-7,
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einer weiteren Vereinfachung
8§-4-9,

und schliellich

92.9=0,

womit die Priifgleichung erfiillt ist, also unsere Kennnummer existiert.
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6 Ausblick

Die Gruppentheorie hat jedoch auch noch weitere Anwendungen gefunden. Auf der Idee
der Gruppe beruht zum Beispiel auch die Galoisﬂ—theorie:
Galois ordnete jeder Gleichung eindeutig eine Permutationsgruppe zu, aus deren Struk-
tur er Aussagen iiber die Struktur der Losungen der Gleichungen treffen konnte ([I3],
S. 75). Aus seiner Theorie konnte er einerseits wieder das damals schon bekannte Lo-
sungsverfahren fiir Gleichungen vierten Grades ableiten und andererseits kann man dar-
auf schlieflen, dass Gleichungen mit hoherem Grad als vier im Allgemeinen nicht mehr
(durch sogenannte Radikale) lésbar sind.
Die Gruppentheorie spielt auch eine entscheidende Rolle beim gerade erst gefundenen
Beweis von , Fermats letztem Satz‘ﬁ, der besagt, dass die Gleichung x™ +y™ = z™ fiir
n > 3 keine ganzzahligen Losungen besitzt. Wir kennen eine dhnliche Gleichung bereits
als Satz des Pythagoras (fiir n = 2), die jedoch ganzzahlige Losungen, die sogenannten
»Dythagoreischen Zahlentripel“ — von denen es unendlich viele gibt (vgl. [I1], S. 347f)—
besitzt. Es ist verwunderlich, dass es solche Zahlentripel fiir n > 3 offenbar gar nicht
mehr geben kann.
Uber diesen Satz, den er selbst gefunden hat, als er versuchte, den Satz des Pythagoras
abzuwandeln und auf diesem Weg noch etwas iiber pythagoreische Zahlentripel heraus-
zufinden, machte Pierre de Fermat neben seiner berithmten Vermutung in seine Ausgabe
des Buches Arithmetica von Diophantos auch noch eine weitere Randnotiz vgl. [T1] S.
85fF) :
,Cuius rei demonstrationem mirabilem sane detexi hanc marginis exiguitas

non caperet.“ ([I], S. 87)

Diese Randnotiz bedeutet (frei) iibersetzt:

,Ich habe hierfiir einen wahrhaft wunderbaren Beweis, doch ist dieser Rand
hier zu schmal, um ihn zu fassen.“ ([I1], S. 87)

Mit dieser Randnotiz bewegte Fermat die Welt der Mathematik fiir mehr als 300 Jahre,
bis endlich Andrew Wilesﬁ im Jahre 1994 einen Beweis fiir diesen Satz veroffentlichte,
bei dem er unter Anderem auf Galois-Gruppen zuriickgriff (vgl. [T1], S. 264).

!Evariste Galois (1811-1832) war ein bedeutender franzosischer Mathematiker, der, wie auch Niels H.
Abel, wichtige Erkenntnisse iiber die Auflésbarkeit algebraischer Gleichungen fand.

2Pierre de Fermat (1601-1665) war neben seiner Té#tigkeit als Richter auch ein wichtiger Mathematiker.

3 Andrew Wiles ist Mathematikprofessor in Princeton.
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6 Ausblick

Der Beweis selbst ist zu komplex (und auch zu lang), um in dieser Facharbeit ausfiihrlich
behandelt zu werden, doch dieser kleine Ausblick diirfte den Leser von der zentralen
Stellung der Gruppentheorie in der modernen Mathematik iiberzeugt haben.
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