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1 Gewdhnliche lineare homogene Differentialgleichungen 2. Ord-
nung mit konstanten Koeffizienten

...wow, ist das ein Wort.

Aber keine Angst. Hierbei handelt es sich um die einfachste Form von Differentialgleichun-
gen - wenn man vom Trivialfall der gewohnlichen Integration einmal absieht. Nun, was sind
eigentlich...

1.1 ...Differentialgleichungen?

Differentialgleichungen (ab jetzt: Dgl.) sind Gleichungen, in denen Funktionen samt ihren
Ableitungnen vorkommen.

1.1.1 Der einfachste Fall

Der allereinfachste Fall ist, wie oben angedeutet, die gewdohnliche, aus der Schule bekannte
Integration. Genauer, das Integral ist bereits die Losung dieser einfachsten Dgl:

—f=0 (1)



Die Losung, also die Formel, die F' beschreibt, lautet bekanntermaflen:
F= / fdz+C 2)

Diese Losung ist nun allerdings nur bis auf eine beliebige Konstante C' genau bestimmt.
Und dies ist bereits eines der Hauptmerkmale von Dgl. Ohne weitere Angaben sind sie nicht
eindeutig losbar. Diese weiteren Angaben werden i.A. als Randbedingungen oder Anfangsbe-
dingungen bezeichnet.

Ein einfaches Beispiel hierzu: Ein Kérper bewegt sich mit der Geschwindigkeit v(t). An wel-
chem Ort befindet er sich zur Zeit ¢?

2(t) = / w(t)dt + o (3)

Ohne weitere Kenntnis der Konstanten xg ist die Angabe des Ortes nicht moglich. Daher muf3
als Anfangsbedingung fiir zo der Ort zur Zeit t = 0 gewihlt werden. Erst dann ist eine exakte
Loésung moglich.

1.1.2 Arten von Differentialgleichungen

Die beiden groflen Arten von Dgl. sind einerseits die gewdhnlichen Dgl. und andererseits die
partiellen Dgl. Bereits aus dem Namen ist ersichtlich wo hier der Unterschied liegt: Partielle
Dgl. sind Dgl., in denen partielle Ableitungen nach verschiedenen Variablen der Funktion
vorkommen. Beispiele hierfiir sind

1. Die Wellengleichung %272“ — aQ% =Q(z,1)

2. Die Wirmeleitgleichung %—? — aQ% = Q(z,1)

3. Die Schrodingergleichung ih%—if = —%g%’
Bei diesen drei Gleichungen handelt es sich auch schon fast um alle part. Dgl., die analy-
tisch exakt 16sbar sind. Bei der Mehrheit der part. Dgl. kann man die Lésung nur numerisch
errechnen. Zur Losung obiger Gleichungen, sowie zur numerischen Berechnung der iibrigen
part. Dgl. sei der geneigte Leser auf die einschldgige Fachliteratur verwiesen.
Anders sieht es dagegen bei den sog. gewohnlichen Dgl. aus. Von diesen sind viele analytisch
exakt 1osbar. Dies soll auch die Hauptaufgabe dieses Skriptes sein: der Weg zur Losung einer

gew. Dgl., und zwar den...

1.2 ...harmonischen Oszillator

Ich habe dieses Beispiel aus drei Griinden gewéhlt.

1. Man kann sich einen harmonischen Oszillator sehr gut bildlich vorstellen. Man denke
z.B. an ein Pendel oder eine Feder mit einem Gewicht unten dran. Daher kann man auch
leicht tiberpriifen, ob eine errechnete Losung physikalisch sinnvoll ist, oder ob sich irgendwo
ein Fehler eingeschlichen hat.

2. Die Differentialgleichung, die den harm. Oszillator beschreibt, ist ein Paradebeispiel
fiir gewohnliche lineare homogene Differentialgleichungen 2. Ordnung mit konstanten Koeffi-
zienten. Der hier angegebene Weg kann leicht zur Losung anderer, &hnlicher Dgl. verwendet
werden.



3. Der harm. Oszillator ist wohl eines der wichtigsten physikalischen Systeme. Es gibt wohl
kein physik. Teilgebiet, in dem er nicht irgendwo Verwendung findet: Elektronen in einem
Potentialtopf in der Quantenmechanik, el. Schwingkreise in der Elektrodynamik, pulsierende
Sterne in der Astronomie oder, wie oben angedeutet, Federn und Pendel in der Mechanik.

1.2.1 Aufstellen der Differentialgleichung

Betrachten wir eine masselose Feder mit einer Masse m am unteren Ende. Welche Kréfte
wirken nun auf sie? Als erstes natiirlich eine bestimmte Kraft F,. Diese wird benétigt, um
das System iiberhaupt in Schwingung zu versetzen, denn durch irgendwas muf3 die Feder ja
ausgelenkt werden. Weiterhin wirkt eine gewisse Reibungskraft F.. Diese bremst das System
proportional zu seiner Geschwindigkeit ab. Als letztes noch die riicktreibende Kraft der Feder
selbst F;. Sie geht linear mit der Auslenkung der Feder von der Ruhelage. Als Gesamtkraft
erhilt man nun:

Foes = Fo+ Fr + Fy (4)

Da keine duBeren Kréfte wirken sollen, folgt aus Newton III, dafl F.s verschwindet, also

Fo+ Fo+Ff=0 (5)

Um nun hieraus eine Dgl. zu formen, brauchen wir fiir £y, F;. und Fy nur die entsprechenden
physikalischen Formeln einzusetzen. Fiir die auslenkende Kraft F, wihlen wir ganz allgemein
nach Newton Il F, = m%, fiir die Reibungskraft setzen wir F, = 20 fl—”t” mit dem Reibungs-
koeffizienten 3. Fiir die riicktreibende Federkraft gilt nach den allg. Gesetzen der Mechanik
F; = kx mit Federkonstante k. Mit diesen Werten wird (5) zu

d’z dx

— 4+ 20— +kx=0 6
m—a + 20 7 + kx (6)
Diese Gleichung ist nun auch schon alles, was hinter der so unglaublich kompliziert klingenden
Kapiteliiberschrift steckt. So schwer sieht sie doch nun wirklich nicht aus, oder?

1.2.2 Vorarbeiten

Um nun den harm. Oszillator zu l6sen, d.h. diejenige Funktion z(¢) zu berechnen, welche (6)
erfiillt, gehen wir folgendermaflen vor:

Als erstes teilen wir (6) durch m. Dies hat zwei gute Griinde: einmal verschindet das l&-
stige m im ersten Term, zweitens gilt fiir Federn % = w3, d.h., wir bekommen dadurch gleich
einen Ausdruck fiir die Eigenfrequenz des Systems:

2
& + Qad—x

W dt +w83§‘:0 (7)

Hierbei haben wir a := % gesetzt.

Man kann nun durch den Ansatz einer Reihenentwicklung

x(t) = Z a;t’ (8)
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versuchen, die Struktur von x(t) herauszufinden. Der genaue Weg wiirde hier zu weit fithren
und ist in vielen Biichern nachzulesen. Jedenfalls fiihrt dieser Versuch zu der Annahme, daf
sich z(t) als Exponentialfunktion darstellen 1a8t:

x(t) = e 9)

Nun gilt es, das A genauer zu bestimmen. Dazu setzen wir (9) in (7) ein, und erhalten:

(A% 4 20\ + wd)eM =0 (10)

Da dies fiir alle ¢ gelten muB und e nie 0 wird, brauchen wir nur die Klammer zu be-
achten. Diese stellt eine gewohnliche quadratische Gleichung in A dar. Nach der bekannten

Losungsformel erhalten wir:
)\1/2:—0421:\/0[2—&}(2) (11)

Zuerst bemerken wir, daf} es zwei verschiedene A gibt. Diese stellen ein Fundamentalsystem
dar, die Losung der Dgl. ist eine Linearkombination von A; und As. Auflerdem miissen wir
spatestens jetzt drei Falle unterscheiden: o < w, @« = w und a > w.

1.2.3 Der Fall schwacher Dampfung: a < w

In diesem Fall wird der Term unter der Wurzel negativ, A1 und Ay also komplex. Wir benennen
zuerst einmal die Wurzel neu:

iw = /a? — w} (12)

Mit dieser Definition erhalten wir folgende Losungsfunktion:

l’(t) _ Ae(—a—f—z‘w)t +Be(—a—iw)t (13)

Und damit sind wir auch schon bei der sog. allgemeinen Lisung der Dgl. angelangt. Ohne
die in (1.1.1) erwdhnten Anfangsbedingungen kénnen die beiden Konstanten A und B nicht
niher bestimmt werden. Richtige Anfangsbedingungen hierzu sind in diesem Fall der Ort und
die Geschwindigkeit der Masse zu einer bestimmten Zeit tg.

Wiéhlen wir also z.B. z(tp) = 0 und Z—ﬂto = vp. Das heif}t, wir tun so, als wiirden wir die
Geschwindigkeit der Feder in der Gleichgewichtslage (x=0) kennen, némlich vgy. Sinnigerweise
setzen wir auch noch typ = 0. Dann folgt also aus (13):

z(0)=A+B=0 (14)
Sowie aus der Ableitung von (13):
dx . .
E‘O =A(—a+iw) + B(—a —iw) = vy (15)

Dies sind nun zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten, also ein hervoragend einfaches Pro-
blem. Beispielsweise folgt aus (14) B = —A. Dies setzen wir in (15) ein, und erhalten:



A(—a+iw) — A(—a —iw) = vg (16)
Nach A aufgeldst erhalten wir:

Vo Vo

A=— = 17
(—a+iw)(—a—iw) 2w (17)

Eingesetzt in (13) ergibt sich nun:
:E(t) — ﬂe(fa+iw)t - ﬂe(fafiw)t — ﬂefat(eiwt . efiwt) (18)

24w 24w 24w
Der Ausdruck in Klammern ergibt zusammen mit % gerade die Exponentialform des Sinus,
so dafl wir insgesamt erhalten:

x(t) = et 20 gin ot (19)
w

Dies ist nun die sog. spezielle Losung der Differentialgleichung

1.2.4 Der Fall starker Dampfung: o > w

Diesen Fall wollen wir hier nicht ndher ausfithren, da sich seine Berechnung analog zum Fall
schwacher Démpfung gestaltet. Nur ergeben sich hier rein reelle Konstanten, so dafl wir als
spezielle Losung i.A. eine hyperbolische Funktion, etwa einen sinh erhalten wiirden.

1.2.5 Der aperiodische Grenzfall: o = w

Bei diesem Fall ergibt sich das Problem, daf§ (10) hier nur ein Fundamentalsystem liefert
(némlich A = —a), zur Losung jedoch i.A. zwei bendtigt werden. Um diesem Dilemma zu
entgehen, wenden wir hier das Verfahren der Variation der Konstanten an, d.h., wir lassen
die vormalige Konstante vor dem Exponentialausdruck nun ebenfalls von der Zeit abhéngen:

z(t) = A(t)e (20)
was uns nach Einsetzen in (7) auf
d*A 5 9 d*A
W+(WO_Q)A:W:0 (21)

fithrt. Die Losung hierfiir ist anschaulicherweise

A(t) = a+ bt (22)

Dies wiederum fiihrt uns analog zu (13) auf

x(t) = ae™ 4 bte™ ™ (23)
Zusammen mit der Ableitung dieser allgemeinen Losung
dx
dt
sowie gegebenen Anfangsbedingungen, 1i3t sich auch hier wieder die spezielle Losung berech-
nen. Setzen wir wieder z(0) = 0 und fli—”t”\o = 0, so ergibt sich:

= —aae” + be” ™ — abte™™ (24)



Und damit

z(0)=a=0
dzx
dt‘ o

z(t) = vote ™

(25)

(26)

(27)



