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1 Einleitung

In diesem FAQ-Artikel soll so einfach wie moglich (j,aber nicht einfacher”) das Phénomen der Aus-
strahlung elektromagnetischer Wellen von Ladungsverteilungen im Vakuum besprochen werden.
Wir gehen dabei von den Maxwellgleichungen aus, die wir in Heaviside-Lorentzschen (also ratio-
nalisierten Gaufleinheiten), wie sie in der modernen Teilchenphysik verwendet werden, notieren.
Sie stellen die durchsichtigste Gestalt dieser fundamentalen Gleichungen dar.

Wir gehen der Anschauung halber in klassischer Dreierformulierung vor, wobei jedoch zu betonen
ist, daB die wahre Struktur der Gleichungen erst in der vierdimensionalen Formulierung der
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speziellen Relativitatstheorie voll zutage tritt.

In Abschnitt 2 geben wir eine kurze Ubersicht iiber die Maxwellgleichungen im Vakuum und er-
lautern deren physikalischen Gehalt. Dabei leiten wir auch die elektromagnetischen Potentiale her
und stellen die Wellengleichungen in Lorentzeichung auf, die zu besonders einfachen Gleichungen
fiihren.

Im Abschnitt 3 schreiten wir zur Lésung des sogenannten Strahlungsproblems, d.h. der Aufgabe,
aus vorgegebenen Ladungs- und Stromverteilungen die elektromagnetischen Felder zu bestim-
men, was mit Hilfe der retardierten Greenschen Funktion der Wellengleichung, die wir hier in
besonders einfacher Weise aus deren Mills-Darstellung herleiten, gelingt. Die gewonnene Losung
wird auf den einfachsten Fall der Multipolentwicklung niedrigster Ordnung, also bis zur Beriick-
sichtigung des elektrischen Dipolmoments, angewandt, was zu dem exemplarischen Prototypen
einer Antenne, dem Hertzschen Dipol fithrt. Wir gehen dabei so vor, dal wir diese Antenne durch
die lineare harmonische Bewegung einer einzelnen Punktladung idealisieren. Das hat den Vorteil,
daf3 keine komplizierten Randwertprobleme, wie sie fiir die Antennentheorie unvermeidlich sind,
zu l6sen sind, was dem physikalischen Gehalt der Strahlungsdynamik aber keinen Abbruch tut.

Wir schlieffen mit einem Abschnitt iiber das schwierige und bis heute noch nicht vollsténdig
geloste Problem der Strahlungsrickwirkung, d.h. die Frage, wie man die Riickwirkung des Strah-
lungsfeldes der Ladung auf deren eigene Bewegung konsistent beriicksichtigen kann. Dies gelingt
nur im Sinne der Storungstheorie, wo wieder unsere Greensche Funktion die besten Dienste lei-
stet. Dieses Vorgehen ist iibrigens analog zu der in der Quantenelektrodynamik voll zum Zuge
kommenden Stérungsrechnung, wobei jedoch der Feynmanpropagator auftritt. Wie in der Quan-
tenfeldtheorie werden wir auch bei unserem klassischen Problem auf Divergenzen stoflen, die zu
renormieren sein werden. Es zeigt sich nur, dafl im klassischen Falle im Gegensatz zur Quan-
tentheorie die Renormierung nur in niedrigster Ordnung gelingt, worauf wir aber nicht néher
eingehen wollen. In diesem storungstheoretischen Sinne ist die QED vollstandiger als die klas-
sische Elektrodynamik: Wahrend die erstere im Prinzip in jeder Ordnung Stérungstheorie nach
der Renormierung endlich ist, ist dies fiir die letztere Theorie nicht der Fall. Freilich ist auch
im Falle der QED bislang genauso wie fiir die klassische Theorie noch keine exakte Losung des
selbstkonsistenten Problems einer Punktladung und ihres Feldes gefunden worden.

2 Die Maxwellgleichungen im Vakuum

Alle elektromagnetischen Phénomene im Vakuum lassen sich auf ein einfaches System partieller
Differentialgleichungen zusammenfassen, die die elektromagnetischen Felder einerseits mit den
sie erregenden elektrischen Ladungen und Stromdichten andererseits verkniipfen. Wir schreiben
diese Gleichungen in der folgenden Reihenfolge auf:
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Auf den ersten Blick fillt die mathematische Struktur dieser Gleichungen auf: Die ersten beiden
Gleichungen () sind Nebenbedingungen an das elektrische und magnetische Feld allein. Sie
restringieren also die allgemeine Gestalt der Felder, wihrend die Erregung des elektrischen und
magnetischen Feldes aus der Stromdichteverteilung ; und der Ladungsdichteverteilung p durch



die Gleichungen (B) beschrieben wird. Die ersten nennt man die homogenen, die zweiten die
inhomogenen Maxwellgleichungen.

2.1 Zum physikalischen Gehalt der Maxwellgleichungen

Bevor wir die homogenen Gleichungen zu einer wesentlichen Vereinfachung nutzen werden, wollen
wir kurz die physikalische Bedeutung dieser so schénen Gleichungenﬂ rekapitulieren. Wie Som-
merfeld [Som0T]| wollen wir dies mit Hilfe der Integralform dieser Gleichungen nachvollziehen.

Beginnen wir mit den inhomogenen Gleichungen (B]). Da in der ersten Gleichung die Rotation
vorkommt, integrieren wir sie iiber eine beliebige Fliche A mit hinreichend glattem Rand 0A,
so daf} der Stokessche Integralsatz anwendbar ist. Wir bringen dazu auch die Zeitableitung des
elektrischen Feldes auf die andere Seite, was fiir die physikalische Interpretation von Vorteil ist:
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Diese Gleichung ist, bis auf den wichtige Beitrag von der Zeitableitung des elektrischen Flusses auf
der rechten Seite, nichts anderes als das Ampéresche Durchflutungsgesetz: jist die Stromdichte
der elektrischen Ladung, die angibt, wieviel Ladung pro Zeit- und Flacheneinheit durch die
Fliche A tritt. Dabei ist d24 der Flachennormalenvektor, der im Sinne der Rechte-Handregel
gleich orientiert ist wie der Rand 0 A der Fliache. Damit ist das zweite Integral einfach die gesamte
durch die Fldche pro Zeit tretende Ladung, also der Strom. Zu dem Strom gesellt sich noch die
zeitliche Anderung des elektrischen Flusses, welche genauso wirkt, als wire es ein weiterer Beitrag
zum Strom.

Die zweite der inhomogenen Gleichungen miissen wir freilich iiber ein Volumen V mit hinreichend
glattem Rand OV integrieren. Anwendung des Gauflschen Integralsatzes liefert dann:

/ 24 F(t,7) = / &7 p(t, 7). (@)
ov 14

Dies ist das Gaufische Gesetz, demzufolge die Ladungen Quellen des elektrischen Feldes sind,
und die Gesamtladung innerhalb des Volumens gleich dem Flufl des elektrischen Feldes durch
die Oberfldche ist.

Auch die zweite der homogenen Maxwellgleichungen wird auf die gleiche Weise gedeutet:
/ Q24 B(t,7) = 0. (5)
ov

Demnach gibt es keine eigenstédndigen magnetischen Ladungen. Einzige Quellen des Magnetfeldes
sind die oben erlduterten konvektiven Strome und die zeitlich verdnderlichen elektrischen Felder
(,Verschiebungsstrome”).

Die erste der homogenen Maxwellgleichungen miissen wir wieder iiber eine Flache integrieren.

Es gilt dann
/ dz E(t,7) = —-— [ d®*4A B. (6)
A cdt

!Boltzmann konnte nicht umhin, angesichts dieser Gleichungen iiber seine Vorlesungen das Faustzitat ,War es
ein Gott der diese Zeilen schrieb?” zu setzen.



Das ist das Faradaysche Induktionsgesetz, demzufolge ein zeitlich verdnderliches Magnetfeld
ein elektrisches Wirbelfeld induziert, dessen Ringspannung gleich der zeitlichen Anderung des
magnetischen Flusses ist.

Es sei noch darauf hingewiesen, dafl} streng genommen die Maxwellgleichungen in der obigen
differentiellen Form (IHJ) nur bzgl. ruhender Fldchen bzw. Volumina gelten, wie wir sie in den
obigen Integralformen benutzt haben. Allerdings gelten letztere auch, wenn diese Flachen zeitlich
verdnderlich sind. Differentielle und integrale Form in der hier gegebenen Gestalt unterscheiden
sich im Falle bewegter Flachen dadurch, dafl man dann nicht einfach die Zeitableitung bei ma-
gnetischem und elektrischem Fluf} als partielle Ableitung in die Integrale hineinziehen kénnte.
Man miifite vielmehr die zeitliche Anderung der Volumina und Flichen beriicksichtigen. Wie dies
formal zu geschehen hat, moge der geneigte Leser meinem Artikel zur invariantentheoretischen
Hydrodynamikﬁ entnehmen.

Wir ziehen noch eine bemerkenswerte Folgerung aus den Maxwellgleichungen. Dazu bilden wir
von der zweiten inhomogenen Gleichung die Zeitableitung und von der ersten inhomogenen Glei-
chung die Divergenz. Wegen div rot B=0 ergibt sich daraus sofort die Kontinuitditsgleichung
fiir den elektrischen Strom:

dp

ot
Um diese Gleichung zu interpretieren, miissen wir wieder iiber ein (zeitlich unverédnderliches)
Volumen integrieren und den Gaufischen Satz anwenden. Dann folgt

+div j = 0. (7)
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Auf der linken Seite der Gleichung steht einfach die zeitliche Anderung der gesamten Ladung im
Inneren des Volumens V. Diese Anderung ist aber durch den Stromflul durch die Fliche gegeben.
Das Vorzeichen auf der rechten Seite ist der {iblichen Orientierung, des Flachenelementvektors
nach auflen, also vom ,Inneren” des Volumens V weg zuzuschreiben. Demgemafi mufl bei einer
positiven zeitlichen Anderung der Gesamtladung im Inneren des Volumens ein entsprechender
Strom positiver Ladungen ins Innere hinein erfolgen, woraus das Vorzeichen resultiert. Freilich
ist das konsistent mit der hier verwendeten iiblichen Definition des Vektordifferentialoperators
divﬁ. Das bedeutet, daf3 () die differentielle Form der Erhaltung der elektrischen Ladung ist,
denn (B) sagt ja nach der eben gegebenen Erklirung, daB alle Anderung der Ladung im Inneren
des Volumens V allein durch Strémung von Ladungen ins Innere bzw. aus dem Inneren heraus
verursacht sein kann. Die Ladung fliefit also stets irgendwo hin und bleibt insgesamt erhalten
und wird nicht ,aus dem Nichts” erzeugt.

Es ist hieran bemerkenswert, dafl wir die Folgerung des Erhaltenseins der Ladung aus den Max-
wellgleichungen allein ziehen konnten, denn strikt genommen sind ja die Maxwellgleichungen
nicht vollstdndig, denn wir miiiten auch noch ,Materialgleichungen”, in dem hier allein in Be-
tracht gezogenen Falle einzelner Punktladungen also die Bewegungsgleichungen derselben, be-
riicksichtigen, um das Gleichungssystem abzuschliefen. Wie wir weiter unten noch ausfiihrlich
besprechen werden, wére dies, man die Beschreibung selbstkonsistent machen, die (relativisti-

2vgl. lhttp://theory.gsi.de/ vanhees/faq/hydro/hydro.html
3Eine hervorragende anschauliche Entwicklung dieser differentialgeometrischen Begriffsbildungen ist wieder bei
Sommerfeld [Som92| zu finden.
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sche) Bewegungsgleichung einer Punktladung
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Ladung und Strom sind offenbar durch

plt: %) = @07 — ()], i(t,7) = q%%(g) 7 = §(t) (10)

gegeben. Nunmehr sind die Gleichungen in sich geschlossen. Wie wir im letzten Abschnitt aber
noch sehen werden, ist dieses selbstkonsistente System aus Bewegungsgleichungen fiir Ladungen
und Feldern mit groflen, im Rahmen der klassischen Elektrodynamik noch ungelésten Problemen
der sogenannten Strahlungsriickwirkung verbunden. Wir bescheiden uns daher zunéchst mit dem
einfacheren Strahlungsproblem.

Demzufolge stellen wir uns Ladungs- und Stromdichte () als durch starke &dufiere Kréfte vor-
gegeben vor und fragen nach dem elektromagnetischen Feld, das die solcherart bewegte Ladung
erregt. Dabei sehen wir von der Riickwirkung dieses Feldes auf die Ladung selbst zunéchst génz-
lich ab. Wir haben also bei vorgegebenen Quellen p und jdie Felder E und B aus den Maxwell-
gleichungen (M) zu ermitteln. Dabei muf freilich die Kontinuitéatsgleichung ([) als Konsistenz-
bedingung stets strikt erfiillt sein, denn sonst werden die Maxwellgleichungen unlésbar. Dafl dies
fiir den jetzigen Naherungsansatz tatséchlich der Fall ist, kann man direkt aus () ersehen: Dazu
leiten wir die erste Gleichung nach der Zeit ab und beriicksichtigen, dafl die Dirac-Distribution
eine gerade Distribution ist:

Op(t, )  dylt) O sy, o dA¥() O g,

Wie durch die Kontinuitéitsgleichung () verlangt, ist die rechte Seite in der Tat gerade die
Divergenz der in () angegebenen Stromdichte der Punktladung.

3 Die Losung des Strahlungsproblems

3.1 Die retardierte Greensche Funktion

Unser Strahlungsproblem a8t sich nun recht einfach 16sen. Dazu fassen wir zunéchst die zweite
der homogenen Maxwellgleichungen ([Il) ins Auge, dem zufolge die Divergenz des magnetischen
Feldes verschwindet. Nach dem Helmholtzschen Satz muf es folglich eine pure Rotation sein, d.h.
es existiert ein Vektorpotential @, so daf3

—

B(t,Z) = rot d(t, Z). (12)
Dies konnen wir nun in die erste homogene Maxwellgleichung einsetzen, wodurch wir
=~ loa
t | E+—-—— ) = 13
ro ( + P t) (13)

erhalten. Das hat aber zur Folge, dal das Vektorfeld in den Klammern der Gradient eines Ska-
larfeldes sein mufl. Nennen wir dieses Feld —grad ¢, ergeben sich aus den homogenen Maxwell-
gleichungen die Beziehungen:

. ., 10a
B=rotd, E=—grad ¢ — ——. 14
rot d, grad ¢ 5 (14)
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Man nennt ¢ und @ die elektromagnetischen Potentiale.

Ersetzen wir elektrisches und magnetisches Feld in den inhomogenen Maxwellgleichungen (2)
durch die Ausdriicke ([l) brauchen wir uns um die homogenen Gleichungen nicht mehr zu kiim-
mern, und wir haben ein Gleichungssystem fiir vier statt fiir sechs Feldkomponenten. Die homo-
genen Maxwellgleichungen werden ja bereits durch die Gestalt ([ befriedigt.

Allerdings ist andererseits die Wahl von @ und ¢ nicht eindeutig. Dazu stellen wir uns einen
Moment vor, wir hatten die physikalisch relevanten Felder E und B bereits bestimmt und suchen
nur dazugehorige Potentiale ¢ und @. Angenommen, wir hétten solche Potentiale gefunden, die
(@) erfillen. Dann kénnen wir zu @ ein beliebiges Gradientenfeld addieren, ohne dafl sich B
dadurch dndert:

a =a+ grady, (15)

wo x ein beliebiges Skalarfeld ist. Setzen wir in die zweite Gleichung ([4) statt @ einfach @, 148t
sich das sofort durch Umdefinition des Skalarpotentials gemaf

_g 1OX

kompensieren. Mit @ und ¢ sind also auch @’ und ¢’ genauso geeignete elektromagnetische Poten-
tiale. Man nennt ([3) und (I8) zusammengenommen eine Eichtransformation, und die Unabhén-
gigkeit der Maxwellgleichungen von solchen Eichtransformationen Fichinvarianz der Mazwell-
gleichungen. Die Elektrodynamik stellt die einfachste Version einer ganzen Klasse von Theorien,
die man Fichtheorien nennt, dar.

Man kann zeigen, dafl die Tatsache, daf§ die Kontinuitatsgleichung ([) bereits ohne die Verwen-
dung der Bewegungsgleichung fiir die Ladung gelten mufl, damit die Maxwellgleichungen mit
den vorgegebenen Ladungsdichten und Stromdichten konsistent sind, eng mit dieser Eichinva-
rianz zusammenhingt. Heutzutage verstehen wir alle in der Natur vorkommenden Krifte aus
einem solchen Prinzip der Fichinvarianz, das allerdings seine volle Schonheit erst in der Quan-
tenfeldtheorie entfaltet.

Fiir jetzt beschrinken wir uns auf die Feststellung, daf} in der klassischen Theorie die Potentiale
reine Hilfsgrofen sind, die wegen der Eichinvarianz keine einfache physikalische Interpretation
besitzen. Wir koénnen ja vollig willkiirliche Eichfunktionen x geméf (IZ) und (I8) addieren, so
dafl die Potentiale noch nicht einmal dem Kausalitdtsprinzip geniigen miissen. Freilich muf} dies
fiir die elektromagnetischen Felder E und B selbst der Fall sein.

Wir werden nun zeigen, dafl solche kausalen Lésungen unseres Strahlungsproblems tatséchlich
existieren und auch eindeutig sind. Mit anderen Worten: Zusammen mit der Kausalitatsbedin-
gung ist das Strahlungsproblem eindeutig 16sbar.

Wir kénnen uns das Leben freilich sehr viel einfacher machen, wenn wir die Eichfreiheit der
Potentiale ausnutzen, und eine Nebenbedingung verlangen, die das Rechnen erleichtert. Es zeigt
sich, daf es beim Einsetzen der Gleichungen (4 in die inhomogenen Gleichungen von groflem
Vorteil ist, wenn man die sogenannte Lorentzeichbedingung

19¢
c ot

Verlangtﬂ. Man rechnet sogleich nach, daf§ die inhomogenen Maxwellgleichungen (2) nunmehr

+diva =0 (17)

4Der historischen Gerechtigkeit halber sei bemerkt, daB nicht der Hollinder Lorentz, sondern der Déne Lorenz
der erste war, der diese Vereinfachung entdeckt hat. Es war allerdings Lorentz, der den Zusammenhang mit der
allgemeinen Eichinvarianz, ja die Eichinvarianz selbst, entdeckt hat.



vollstéandig ersetzt werden durch

Hierin ist (0 der D’Alembertsche Operator

1 92

-2 _ 1
c2 Ot? (19)

In Bereichen verschwindender Quellen sind die Maxwellgleichungen also zu ungekoppelten Wel-
lengleichungen fiir die Potentiale dquivalent. Die Entkoppelung der Vektorpotentiale ist dabei
der Lorentzeichbedingung ([[7) zu verdanken. Die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Wellen ist
dabei durch den Parameter ¢ gegeben, der in den Maxwellgleichungen zunéchst nur als ein das
Einheitensystem festlegender Parameter auftaucht B.

Doch nun zuriick zu unserem Problem, ([[8) zu losen. Wir formen die erste Gleichung um, indem
wir formal den D’Alembertoperator invertieren, was wir wegen der Linearitdt der Gleichungen
mit Hilfe eines linearen Integraloperators zu bewerkstelligen streben:

o(t,T) = / dt / BTGr(t —t', & — #)p(t', 7). (20)

Damit (Z20) fir beliebige Ladungsverteilungen zu ([[¥]) fiihrt, mufl offensichtlich zwangslaufig
gelten:

2o 92
Man nennt solch eine formale Inversion eines linearen Differentialoperators auch Greensche Funk-
tion. G ist also eine Greensche Funktion des D’Alembertoperators ([[9).

2 2
( 19 3_> Gr(t —t,5—2) = 8(t — 16O (7 — 7). (21)

Damit unsere Losung fiir ¢ kausal ist, mufl
Gr(t—t,7—7") x Ot -t (22)

sein, d.h. es darf nur die Ladungsverteilung in der Vergangenheit fiir die Felder jetzt relevant
sein. Man hat also eine retardierte Wirkung, d.h. es wirken sich die Ursachen in der Zukunft aus
und nicht etwa Vorgénge in der Zukunft auf das jetzige Geschehen, was dem Kausalitdtsprinzip,
auf dem alle Physik basiert, widerspréche.

Wir werden nun sehen, daf§ die Gleichung (ZIl) und die Retardierungsbedingung (B2)) bereits
hinreichen, um G g eindeutig zu bestimmen. Zunéchst ist klar, dafl unser translationsinvarianter
Ansatz in (20) sowohl mit der Bewegungsgleichung (21I) als auch mit der Retardierungsbedingung
&2) konsistent ist. Wir diirfen fiir unsere Bestimmung der Greenschen Funktion folglich ¢’ = 0
setzen. Dann lautet unsere Aufgabe:

OGg(t, &) = 6(1)6®)(Z), Ggl(t,T) x O(t). (23)

®Dazu ist zu bemerken, daf die Dimension einer Geschwindigkeit sich als besonders niitzlich herausstellt,
da dann E und B die gleiche Dimension besitzen, was die Maxwellgleichungen in dem hier verwendeten dem
GaufBischen System nachgebildeten Heaviside- Lorentzschen Einheitensystem besonders iibersichtlich macht. Gerade
im ST wird die Sachlage unnétig kompliziert. Das SI ist zwar auch rational, womit ganz allgemein gemeint ist, daf3
keine irrationalen Koeffizienten 47 wie im Gaufischen Maflsystem in den Maxwellgleichungen auftauchen, aber die
Einheiten von Strom und Ladung wurden eher dem technischen Gebrauch als der theoretischen Analyse angepafit.



Da wir eine rein zeitliche Randbedingung vorgegeben haben und ansonsten eine lineare parti-
elle Differentialgleichung zweiter Ordnung vor uns haben, ist es am geschicktesten, eine Fou-
riertransformation bzgl. der Ortskoordinaten vorzunehmen, jedoch die Zeit als vierte Variable
beizubehalten. Wir setzen also

3K ~ N -
Gr(t,7) = / %GR@, R exp(ifd). (24)

Dies in die Wellengleichung (23)) eingesetzt ergibt unter Verwendung der Formel

)z Ek i
oWN(Z) = o)’ exp(ikZ) (25)
die Schwingungsgleichung
102 -\~ ,, -
(?@ + /<:2> Gr(t,k) = d(t). (26)

Zusammen mit der Retardierungsbedingung (zweite Gleichung in (23] haben wir sogleich die
Losung . . .
GRr(t, k) = O(t)[Aexp(iwyt) + Bexp(—iw;t)], wobei wp = c[[k]|. (27)

mit noch unbekannten Koeffizienten A und B. Wir wollen bei der Singularitéit ¢ = 0 jedoch die
Stetigkeit der Greenschen Funktion erzwingen, denn ein Sprung wiirde eine §-Distribution in der
ersten Zeitableitung bedeuten, und wir wollen erst eine in der zweiten Zeitableitung, vel. (20]).
Demnach muf} also als erste Anfangsbedingung

~ -,

Gr(04,kF)=0=A+B=0 (28)

verlangt werden. Jetzt miissen wir noch die zweite Anfangsbedingung finden. Eine naive Diffe-
rentiation von (7)) fithrt nicht zum Ziel, weil die Distributionen am Rande des Bereichs ¢ > 0
nicht eindeutig als Funktionen definiert sind. Wir miissen demnach (26) um ein kleines Intervall
t € (—e¢, +€) integrieren. Wegen der soeben durch die Bedingung (E8) hergestellten Stetigkeit der
Greenschen Funktion bei ¢t = 0, fallt der von ihr herriihrende Teil im Limes ¢ — 0 weg, so daf3
lediglich die erste Ableitung der Greenschen Funktionen einen Sprung aufweisen muf}, der wegen
der rechte Seite 1 sein mufl. Wir haben also:

10 - yt=04 o ic

c_QEGR(t’k) =0 —1:>A—B——m. (29)
Damit sind aber A und B eindeutig bestimmt, und die retardierte Greensche Funktion lautet in
der sogenannten Mills-Darstellung;:

~ - c

GR(t’ k) = -
2[| k||

O(t) sin(wyt). (30)

Zur Auswertung des Integrals (24]) rechnet man geeignetermafien nach Kugelkoordinaten mit der
Polarachse in Richtung von & um, erledigt die Winkelintegration zuerst und gelangt schlieflich
zu der Zeit-Ortsraumdarstellung der retardierten Greenfunktion:

Gr(t,T) = 1’ 0 (t— @> (31)




In (20) wird also die Zeitintegration trivial, und wir erhalten aus all diesen komplizierten Rech-
nungen das physikalisch unmittelbar einleuchtende Resultat:

= = 1
o, 7) = /d3f’p (t— I Cx H,f’) (32)

A||Z — ||

In der Tat hitten wir dies unter Zuhilfenahme der Annahme, daf sich elektromagnetische Wir-
kungen mit der endlichen Geschwindigkeit ¢ fortpflanzen, direkt anschreiben konnen. Gl. (B2)
besagt ja, dafl das Skalarpotential durch Superposition von Punktladungen geméfi dem Coulomb-
schen Gesetz gegeben ist, wobei aber die Retardierung durch die endliche Wirkungsausbreitung
beriicksichtigt werden muf: Die Ladung im infinitesimalen Volumenelement d3# zur Zeit t wird
am Ort @ durch die zur frihren Zeit tr = t — ||# — 7’| in diesem Volumenelement befindliche
Ladung und nicht etwa durch die momentan dort befindliche Ladung bestimmt.

Diese auf den ersten Blick bestechend anschauliche Argumentation hat allerdings den einen
Haken, dafl wir hier davon ausgegangen sind, dafl das Skalarpotential der endlichen Wirkungs-
ausbreitung unterworfen sein miisse. Wegen der Eichinvarianz ist das aber keinesfalls der Fall,
denn wir kénnen beliebige Eichtransformationen ausfithren, die ein Eichfeld x ins Spiel bringen,
die gar nichts mit den physikalisch beobachtbaren elektromagnetischen Feldern zu tun haben
und folglich auch nicht durch die Ladungsverteilungen und das Kausalitdtsprinzip bestimmt sein
miissen. So ist es doch sicherer, dal wir uns durch die strikte mathematische Rechnung von der
Gestalt des retardierten Potentials (B2) tiberzeugt haben.

Wir miissen nun aber auch noch sicher gehen, dafi auch die Lorentzbedingung ([[7) tatséchlich
erfiillt ist. Dazu bemerken wir, dafi selbstverstandlich auch die zweite Gleichung ([8) mit Hilfe
unserer retardierten Funktion gelost wird, nur dafl an die Stelle der Ladungsdichte hier der Flufl
des elektrischen Stromes zu treten hat:

1- r— T 1
it @) = / &7 - ] <t - ch”f/) S S— (33)

Ar||Z — &

wie schon oben erwédhnt, haben wir uns nun zu iiberzeugen, daf die Lorentzbedingung (1)
tatsdchlich erfiillt ist. Dies geschieht unmittelbar durch direkte Anwendung der Differentialope-
ratoren auf unsere Losungen (BZ) und ([B3). Hier erweist es sich aber als geschickter, zunéchst
die Greensche Funktion unintegriert stehen zu lassen. Wir haben es ja mit Losungen der Gestalt

-

ft,7) = /dt’/d?’fGR(t—t’,f—f’)g(t’,m') (34)

zu tun. Folglich kénnen wir die Ableitungen, die ja nach ¢ bzw. nach # erfolgen, zunichst unter das
Integral ziehen und dann unter Beriicksichtigung des sich dabei umkehrenden Vorzeichens nach
t’ und 7’ umschreiben. Eine partielle Integration, wobei sich das Vorzeichen abermals umkehrt,
in der jeweiligen Variablen liefert dann

of(t,T) = +/dt’/d3fGR(t —t & —T)0pg(t, T,
(35)
Ozf(t, ) = +/dt’/d3fGR(t —t 7 -3 0zg(t', ).

Wenden wir also auf unsere retardierten Losungen (B2) und (B3)) die Zeitableitung respektive die
Divergenz an, ergibt sich aus (BH) gerade die Faltung der Greenschen Funktion mit dyp(t', Z') +



div}(t’ , @), was aber zufolge der Kontinuitéitsgleichung der Ladung ([) ohnehin identisch zu
verschwinden hat, wenn die Maxwellgleichungen {iberhaupt eine Lésung besitzen sollen. Damit
ist die Konsistenz unserer Losung bewiesen, und die retardierten Losungen fiir die Potentiale
liefern freilich auch retardierte Losungen fiir die Felder, was in allgemeinen Eichungen nicht so
leicht zu zeigen gewesen ware. Es ist aber klar, daf§ die Lésungen von der Eichung unabhéngig
sind und folglich in allen Eichungen das gleiche Resultat fiir die physikalischen Felder E und
B herauskommt, also stets Ubereinstimmung mit dem Kausalitdtsprinzip und mit endlicher
Signalausbreitungsgeschwindigkeit vorliegt.

3.2 Der Hertzsche Dipol

Wir betrachten den bereits oben angefithrten Fall einer einzelnen sich bewegenden Ladung, ge-
hen nun aber davon aus, daf diese sich in begrenzten Raumbereichen bewegt. Wir legen den
Ursprung unseres Koordinatensystems in diese Ladungsverteilung und betrachten die Felder
aus einiger Entfernung zum Ursprung, d.h. aus Absténden, die zu allen Zeiten grofl gegen die
Ausdehnung der Ladungsverteilung ist. Dies ist der klassische Anwendungsfall der sogenannten
Multipolentwicklung.

Wir gehen von ([I0) aus und betrachten ¢(¢) als zu allen Zeiten kleine Grofe, d.h. wir nehmen an,
daB ||7(¢)|| < ||#]|. Dann kénnen wir die Ladungsdichte bis zur linearen Ordnung in ¥ entwickeln:

—

p(t, %) = g (@) — qd(t)V6© (@) + O(||d]|*). (36)

Auch die Geschwindigkeit dij/dt sehen wir als klein an, so da§ die Entwicklung der Stromdichte
bis zur der selben Ordnung konsistenterweise

. = 050 @) + o) 37)

zu lauten hat.

Fiir uns ist es vor allem entscheidend, daf die Kontinuitatsgleichung () in jeder Ordnung der
Multipolentwicklung exakt erfiillt ist. In der Tat ergibt sich unter Fortlassen der in ||7]| quadra-

tischen Terme . .
qdy(t) _0p(t, @)
dt ot

Die Ladungsdichte (Bf]) enthélt neben dem zeitabhéngigen elektrischen Dipolanteil noch den
zeitunabhéngigen ,Monopolanteil”, der einfach einer im Ursprung ruhenden Punktladung ent-
spricht. Diesen lassen wir im folgenden weg, weil wir uns nur fiir die zeitabhédngigen Phanomene
der Wellenausbreitung interessieren. Freilich liefert unsere retardierte Losung auch fiir statische
Ladungsverteilungen das korrekte Resultat, ndmlich ein elektrostatisches Coulombfeld.

divj(t, @) = V6B (z) =

(38)

Es ist klar, dafl wir uns dieses statische Coulombfeld einfach dadurch kompensiert denken kénnen,
dafl wir von vornherein eine statische Punktladung der Grofle—q in den Ursprung gesetzt denken.
Jetzt wird auch der Name “elektrischer Dipol” versténdlich: Es ist die niedrigste nichtverschwin-
dende Ordnung der Multipolentwicklung fiir ein insgesamt ladungsneutrales System, welches
Anlafl zur Strahlung gibt, vorausgesetzt die Ladungen bewegen sich in einem eng umgrenzten
Raumbereich. Wir bemerken sogleich, daf§ diese Naherung nicht fiir den Fall einer gleichférmig
bewegten Ladung anwendbar ist. Wir werden dieses Problem weiter unten noch ndher ins Auge
fassen.
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Jetzt wollen wir jedoch zunéchst die Dipolstrahlung betrachten. Ohne groflen Verlust an All-
gemeinheit diirfen wir uns auf harmonische Schwingungen beschréinken, denn wir kénnen jede
periodische Bewegung durch Fourierreihen und jede nichtperiodische Bewegung durch eine Fou-
riertransformation auf diesen Fall zuriickfithren, so dal wir wegen der Linearitdt der Maxwell-
gleichung auf diese Fourierreihen bzw. -integrale zuriickgreifen kénnen.

Unser harmonisch erregter elektrischer Dipol liefert also die folgenden Quellen fiir das elektro-
magnetische Feld

—

p1(t, ©) = —qexp(—iwt)dVoP) (Z), Ji(t, ) = —qiw exp(—iwt)d(F). (39)

Hierbei konnten wir die komplexe Form der Bewegung wéhlen, weil die Maxwellgleichungen
linear und reell sind. Auch unsere retardierte Greensche Funktion ist reell. Die eigentlichen
physikalischen Gréflen sind der Realteil der jeweiligen komplexen Funktionen. Nur die Rechnung
erleichtert sich geringfiigig.

Jedenfalls sind geméaf (B2) und (B3] die retardierten Potentiale ebenfalls allein iiber den Faktor
exp(—iwt) von der Zeit abhéngig. Wir werden im folgenden allerdings nur das Vektorpotential
benoétigen, fiir welches sich aus (B3) unmittelbar

a(t, ) = a(Z) exp(—iwt) mit @' (¥) = ——qd— exp <—> (40)

ergibt. Das Vektorpotential ist also eine auslaufende Kugelwelle, ganz so wie wir es von dem
gestellten Problem erwarten. Dafl die Welle auslaufend ist, haben wir natiirlich der korrekten
Wahl der Losung als retardierte Funktion zu verdanken.

Das Magnetfeld ergibt sich sofort mit ([4I):
= = = ik -(ikr —1
B(t,7) = B'(&) exp(—iwt), B'(7) = —i—qa? x d (#) exp(ikr) mit k= <. (41)
0 r c
Hierin ist k die Wellenzah.

Das elektrische Feld gewinnen wir einfacher direkt aus den Maxwellgleichungen und dem bereits
berechneten Magnetfeld, denn fiir unsere harmonische Zeitabhéngigkeit konnen wir tiberall in
den Maxwellgleichungen 0; durch —iw ersetzen. Aus der ersten inhomogenen Maxwellgleichungen
ergibt sich dann fiir # # 0 (wo das Feld ohnehin singulér ist)

E(t, %) = E'(Z) exp(—iwt) mit E'(z) = irot B(@). (42)
Dies in (HI)) eingesetzt und die Differentiationen ausgefiihrt, ergibt also

il 1202 . B
q |3 1kr2 k*r FFd) — (1 — ikr — k2r2)d exp(ikr). (43)

E'(7) =
(@) 473 r

Wir kénnen uns einen ersten Eindruck von der Gestalt des Feldes machen, indem wir Grenzfélle
betrachten.

®Die Wellenliinge ergibt sich aus der 27-Periodizitit von exp(ia) zu A = 27 /k
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3.3 Die Nahfelder

Als Nahfelder bezeichnen wir die Felder in dem Gebiet, fiir welches kr < 1 ist. Mit der Wel-
lenldnge geschrieben heifit das r < A\/(27). In linearer Naherung bzgl. der kleinen Grofle kr ist
folglich

"/—»_ik N 7 P 4 P
B'(Z) = 12 de xd, FE'(Z¥)= 3 [B&(zd) — d]. (44)
Hierin ist # = #/r der Einheitsvektor in Richtung vom Dipolort (im Ursprung des Koordina-
tensystems) zum Aufpunkt. Jetzt erinnern wir uns, daf§ ja nur die Realteile die physikalischen

GroBen sind, so daf

B(t,7) = 4’;:3 g x d cos (m n g) , Btz = 4733 32(2d) — d] cos(wt). (45)
Es handelt sich also um ,,quasistationére” Felder, d.h. mit unserer Nahzonennéherung vernach-
lassigen wir die Retardierung. Das Magnetfeld ist dem Betrage nach um den Faktor kr kleiner
als das elektrische Feld, welches ein elektrostatisches Dipolfeld ist, das genau im Takt mit der
oszillierenden Ladung schwingt. Das Magnetfeld ist der Schwingung hingegen um eine Phase 7/2
voraus. Freilich wird die Naherung im statischen Falle, also w = k = 0 exakt, und es ergibt sich
ein reines elektrisches Dipolfeld, und das Magnetfeld verschwindet, wie es sein muf}: Ruhende
Ladungen erregen kein Magnetfeld!

3.4 Die Fernfelder

Die Fernfelder ergeben sich gerade im entgegengesetzten Grenzfall kr > 1 bzw. r > \/(27).
Wir haben wieder unsere exakten Losungen anzuschauen, um die entsprechenden Naherungsaus-
driicke zu gewinnen. Hier miissen wir freilich die Exponentialfunktionen stehen lassen, denn wir
konnen sie in diesem Falle nicht irgendwie néhern, da sie einfach periodische Funktionen ihres
Arguments sind. Aus ({Il) und @3] ergibt sich

i, k2 -
B(t, ) = 4—q§: x dcos(kr — wt),
) ;;7" ) ) ) (46)
E(t, %) = 4—q[d — &(&d)] cos(kr — wt) = B(t,Z) X &.
o

In der Fernzone sind also E und B aufeinander senkrecht stehende in Phase schwingende Ku-
gelwellenfelder, die beide senkrecht zur Richtung & polarisiert sind. Z, E und B bilden in dieser
Reihenfolge ein Rechtssystem aufeinander senkrechter Vektoren. Ihre Amplituden nehmen mit
der reziproken Entfernung vom Erregungszentrum ab.

Phasenméfig sind sie genau retardiert zur erregenden Dipolquelle, wobei die Ausbreitungsge-
schwindigkeit der Stérungen gerade w/k = c ist, wie es die Wellengleichung ([8) fiir die Potentiale
schon gezeigt hat.

4 Zum Problem der Strahlungsriickwirkung
Wir kommen nun zu dem wesentlich komplizierteren Problem der ,, Strahlungsrickwirkung”. Schon

Lorentz hat ja versucht, der J. J. Thomsonschen Entdeckung des Elektrons theoretisch Rechnung
zu tragen, indem er diesen ,,Fremdling” in die klassische Elektrodynamik einzuarbeiten versuchte.
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Schnelle kam er zu dem Schlufl, dafl das fiir ein Punktteilchen nicht so einfach mdoglich sei. Die
Griinde dafiir werden wir gleich sattsam zu spiiren bekommen, denn in der Tat ist ein geladenes
Punktteilchen ein , Fremdkorper” in der Elektrodynamik.

Wie immer, empfiehlt sich bei einer grundlegenden Betrachtung die Anwendung des Hamilton-
schen Prinzips. Wir wollen auch eine relativistische Theorie der Punktteilchen betrachten, werden
aber bei gegebener Zeit der Vereinfachung wegen doch wieder nichtrelativistisch rechnen.

4.1 Der Hamiltonformalismus fiir die Elektrodynamik

Wir werden zunéchst die relativistische Formulierung der bisher behandelten klassischen Max-
wellschen Feldtheorie darstellen, d.h. wir sehen zunéchst wieder die Ladungs- und Stromdichten
als extern vorgegeben an und versuchen, die Maxwellgleichungen durch ein Wirkungsprinzip zu
formulieren.

Versuchen wir jedoch zunéchst, die Maxwellgleichungen kovariant zu schreiben. Der Ausgangs-
punkt ist die Zusammenfassung der Zeit- mit den Raumvariablen zum kontravarianten Vierer-

vektor
= (%) (a7)

Dies sind die Raum-Zeit-Koordinaten die bzgl. eines beliebigen Inertialsystems zu verstehen sind.
Eine manifest kovariante Formulierung verlangt, dafl die Gleichungen die Gestalt von Tensor-
gleichungen annehmen miissen, wobei Tensoren solche Objekte sind, deren Komponenten sich
durch das Transformationsverhalten unter Lorentztransformationen A auszeichnen. Fiir unseren

kovarianten Vektor liest sich das
Yt =AY (48)

Dabei darf A eine beliebige Matrix, die die Minkowskische Bilinearform
(@), (¥") = nua*'y” mit (") = diag(1, =1, -1, 1) (49)

ungeandert 148t. Dies verlangt von den Lorentztransformationsmatrizen lediglich, dafl sie die
Bedingung

nuuAupAya = Npo (50)
erfiillen.

Weiter fiihren wir Tensorfelder ein. Betrachten wir zunichst ein Skalarfeld ¢ : R* — R. Dieses
transformiert sich unter Lorentztransformationen geméafl der Vorschrift

¢'(a") = (). (51)

Nehmen wir als Beispiel etwa ein Temperaturfeld, d.h. wir bestimmen zu jeder Zeit ¢t = x¢/c
die Temperatur an jedem Punkt Z im Raum. Ein gegen diesen Beobachter bewegter Beobachter
muf} gemafB dem Relativitdtsprinzip die gleiche Temperatur ﬁndenﬂ. Gemaf (BII) ist also

¢(2') = p(z) = p(A™"2"), (52)

"Dazu muB man freilich die Temperatur korrekt definieren durch diejenige mittlere Temperatur eines Mediums,
welches ein Thermometer anzeigt, das relativ zum Warmebad in Ruhe ist. Wir gehen auf diese Problematik aber
nicht niher ein.
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wobei wir uns hier der Matrix-Vektorschreibweise bedient haben, wobei stets kontravariante
Vektorkomponenten involviert sein sollen, wobei die Transformationsvorschrift (ES) gemeint ist.

Jetzt konnen wir auch untersuchen, wie sich der ,Vierergradient” des Skalarfeldes transformiert.
Aus (B2) folgt sofort mit der Kettenregel

o' (z')  0¢(x) Ox”
ozt Oxv O] i (53)
Es ist nun aber 5 08 () 06(z)
x _ —1\v x _ z —1\v
ox'H = ( ) ® or'*  Ox, Ry (A7) p (54)

ein geordnetes Quadrupel von Zahlen a, heiflen nun kovariante Komponenten eines Vektors,
wenn sie sich kontragredient zu den kontravarianten Vektorkomponenten transformieren, also
geméf

a = a,,(Afl)"

” (55)

-
Das bedeutet, dafi der Gradient eines Skalarfeldes die kovarianten Komponenten eines Vektors
bildet. Wir verwenden fiir den entsprechenden Differentialoperator daher die Abkiirzung
0

Man zeigt sofort mit Hilfe von (B3), dal man die Indizes ,nach oben ziehen kann”, indem man
die kontravariante Minkowskibilinearform (p*) = (1,,) ! = diag(1,—1,—1, —1) verwendet. Es
bilden also

a =n"a, (57)

kontravariante Vektorkomponenten.

Die kontravarianten Komponenten eines Vektorfeldes transformieren sich geméfl
ad"(z") = Aa, (). (58)

Durch Anwenden des vierdimensionalen Gradientenoperators ergibt sich ein gemischtes Tensor-
feld zweiter Stufe:
t,” = 0ua”, (59)

dessen Komponenten sich definitionsgeméfl nach der Vorschrift
B (@) = (M)At (2) (60)

transformiert. Es ist eine gute Ubung zu iiberpriifen, daf sich die Ableitungen (EJ) tatsichlich
so transformieren!

Es ist nun klar, dafl die Gleichungen ([[d) kovariante Gleichungen zwischen Vierervektoren sind,
wenn wir setzen

-

@) = ep(t, @), j(z) =j(t,2),a"(x) = $(t, &), dlz) = lt, 7). (61)

Hier und im folgenden bezeichnet x einen Vierervektor, 2°

= ct seine Nullkomponente und &
die letzten drei kontravarianten Vektorkomponenten. Die Lorentzeichbedingung ([[7) ist ebenfalls
eine kovariante Gleichung

9, A" =0, (62)
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und der D’Alembertoperator ist ein skalarer Differentialoperator, weil man ihn in der Form
O0=9"0,0, = 0"0, (63)

schreiben kann.

Die Maxwellgleichungen lauten in der kovarianten Schreibweise
1.
oAk = Ljm, (64)
c

und die Feldstarkekomponenten werden im Faradaytensor

0 E Ey Ej
—F; 0 —Bs  Bs

—FE3 —Bs B 0

zusammengefaflt. Damit ist auch klar, wie sich die Feldstdrken unter Lorentztransformationen
verhalten, namlich gem&f ihrer Natur als Komponenten eines Vierertensors zweiter Stufe.

Die Maxwellgleichungen selbst miissen sich nun auch kovariant schreiben lassen, da unsere For-
mulierung mit Hilfe der Potentiale schon manifest kovariant ist. Das haben wir auch der Lor-
entzeichbedingung zu verdanken, die selbst ja manifest kovariant ist. Hatten wir eine andere
Eichbedingung benutzt, wiren die Gleichungen nicht manifest kovariant gewesen. Die Maxwell-
gleichungen, als Gleichungen fiir die Feldkomponenten geschrieben, selbst sind aber eichinvariant.

Zunéchst kontrahieren wir (63) mit dem Gradientenoperator

1
0" Fuy = 04y = 8,04, = 0A, = —j,. (66)

Dies fafit offenbar die inhomogenen Maxwellgleichungen (2l) zusammen. Um auch die homogenen
Maxwellgleichungen zu erhalten, bilden wir 0,F),, und addieren die drei Gleichungen, die durch
zyklische Vertauschung entstehen. Mit (B3 ergibt sich 0. In der Tat folgte ja die Existenz der
elektromagnetischen Potentiale aus den homogenen Maxwellgleichungen, so daf3 sich umgekehrt
diese aus der Darstellbarkeit der Felder mittels Potentialen herleiten lassen miissen. Definiert
man den Levi-Civita-Tensor durch

e'P? = sign[(u, v, p, o)), (67)

wobei hier sign das Vorzeichen der Permutation der Zahlen u, v, p, o bezeichnet, dann kann man
zunéchst die dualen Feldstédrken bilden

0 B, By, Bs
B, 0 By —E

1
Tyuwvy _ Z pvpo T —
(F ) 26 FPU7 (F ),UJ/ _B2 —E3 0 El (68)
-Bs FEy, —-E; 0
Mit diesem schreiben sich die homogenen Maxwellgleichungen
I (FHY™ =0, (69)

In der Tat stellt man fest, dafl ein Ausschreiben in Komponenten mit Hilfe von (G8]) genau die
homogenen Maxwellgleichungen () ergibt.
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Als néachstes wollen wir die Maxwellgleichungen aus einem Wirkungsprinzip herleiten. Zunéchst
beschrénken wir uns dazu auf extern vorgegebene Quellen j,, wie wir sie bereits in den vorigen
Kapiteln behandelt haben. Wir sehen die Potentiale A, als die unabhéngigen Freiheitsgrade an,
wobei wir allerdings beriicksichtigen miissen, dafl wir aufgrund der Eichfreiheit Nebenbedingun-
gen wie die Lorentzbedingung (62)) stellen miissen, damit die Losung fiir die Potentiale eindeutig
bestimmt wird. Wir werden sehen, dal dies im Rahmen der Lagrangeschen Formulierung des
Wirkungsprinzips keine grofleren Probleme macht. Wollten wir die Hamiltonsche Formulierung
benutzen, miiffiten wir uns mit der Theorie der Systeme mit Nebenbedingungen genauer aus-
einandersetzen. Dazu sei auf die Literatur, z.B. [Kug97] verwiesen, wo auch der klassische Fall
ausfithrlich erlautert wird.

Da die Maxwellgleichungen fiir die Potentiale A* lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung
sind, muf} die Lagrangedichte bilinear in den Potentialen und deren Ableitungen sein. Weiter muf3
die Lagrangedichte ein Lorentzskalar sein, denn die Gleichungen selbst sind Tensorgleichungen,
also Lorentz-kovariant. Auflerdem mufl die Wirkung eichinvariant sein. Damit bleibt fiir den
reinen ,Strahlungsanteil”, also das freie elektromagnetische Feld nur der Faradaytensor (B6) und
dessen Dualtensor (G8) tibrig.

Da die elektromagnetische Wechselwirkung unter Zeitumkehr und Raumspiegelungen invariant
ist, bleibt nur die Bilinearform

1
Zad = _ZF;WFMV (70)

ibrig.
Fiir die Wechselwirkung mit den externen Quellen finden wir

1
ﬁnt - _juA'u- (71)
C

In der Tat ergeben sich durch Variation der Wirkung nach A, die Maxwellgleichungen
1
0A4, — 0,0,A” =0"F,, = Ej“. (72)

Weiter ist die Wirkung tatséchlich invariant unter Eichtransformationen. Fiir S;,q = f d*z.Zaa
ist sogar die Lagrangedichte eichinvariant, denn ([Z0J) hdngt nur vom eichinvarianten Faradayten-
sor I, ab. Fiir Sint miissen wir eine partielle Integration vornehmen:

1 1 1
Sint[ Ay + 0ux] = —~ / d*zj, (A" + 9, x) = - / d'zj, A" + - / d*z(9,5")x.  (73)
Offenbar ist die Wirkung also genau dann eichinvariant fiir beliebige x, wenn gilt 9,j* = 0, was
mit der bereits oben hergeleiteten Kontinuitatsgleichung ([) iibereinstimmt.

Diese Wirkung beschreibt nun die eine iiblicherweise durch die Maxwelltheorie beantwortete Fra-
ge, ndmlich welche Felder sich aus vorgegebenen Quellverteilungen ergeben. Diese Frage hatten
wir ja oben bereits beantwortet: Wir kénnen mit Hilfe der retardierten Greenschen Funktion die
Potentiale bestimmen. Fiir die in diesem Artikel bestdndig verwendete Lorentzeichung ist diese
Losung in kovarianter Notation durch (B2) und (B3)) gegeben:

A=~ / PaeGr(e — 2)ju(@). (74)

c2
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In der Tat ist ja dtd3# = d*z/c. DaB () manifest kovariant unter solchen Lorentztransforma-
tionen ist, die die Zeitrichtung ungedndert lassen, also fiir die A% > 1 ist, ergibt sich sofort
daraus, da§ wir (BIl) in der Form

Gr(x) = 5-6(")3(a?) (75)

schreiben konnen, welche manifest invariant ist, d.h. genauer gesagt: G ist eine Distribution,
die sich wie ein Skalarfeld transformiert.

Wir wollen nun dieses dem Wesen nach ,,offene” Gleichungssystem dadurch schlieflen, dal wir die
Wirkung mit einem dynamischen Term fiir die Ladungen und Strome ergénzen. Der Einfachheit
halber nehmen wir eine einzelne Punktladung an. Dann sind Ladungen und Stréme durch ([I0)
zu ersetzen. Die Bahnkurve ¢(¢) mufl weiter aus einer Bewegungsgleichung folgen. Nehmen wir
an, daf} keine weiteren dufleren Krafte auf das Teilchen einwirken, benétigen lediglich noch eine
Wirkung fiir ein freies relativistisches Punktteilchen. Fiir ein nichtrelativistisches Punktteilchen
ist bekanntlich Ly = m/2v?. Wir kénnen dies zu einer relativistisch kovarianten Wirkung machen,

indem wir
1dg(t)\>
Lo = —mc*y[1— [ =—=2 76
0 mC\/ <c dt ) (76)

Daf dies zu einer Lorentz-invarianten Wirkung fithrt kénnen wir dadurch erweisen, dafl wir ([ZG)
durch das invariante Eigenzeitelement dr = 1/c/dy,dy” ausdriicken:

Log=— —_. 77
0 me in (77)

Dann wird also

%m:—mé/mz—mé/am. (78)

Fiir die Herleitung der Bewegungsgleichungen ist es einfacher, in der letzteren expliziten Form
zu arbeiten.

Variation der Gesamtwirkung nach ¢, wobei fiir j# die durch ([0 gegebenen Ausdriicke zu setzen
sind, ergibt dann die Bewegungsgleichung

d 1 dy - dy 5 1
( y) = qE(t,§) + 5 x B(t.) miwzz‘

Em V11— 2 dt cdt
Das ist auf den ersten Blick die nicht manifest kovariant geschriebene relativistische Bewegungs-

gleichung fiir die Bewegung von geladenen Teilchen ([[9) in einem gegebenen elektromagnetischen
Feld E, B. Auf der rechten Seite steht die bekannte Lorentzkraft.

Hier haben wir es aber mit einem weitaus komplizierteren Fall zu tun: Dadurch dafl wir ndmlich
die Wirkung hingeschrieben haben, wollen wir nun eigentlich das selbstkonsistente Problem der
simultanen Losung der Gleichungen ([[2) und ([3) behandeln, wobei ja die Strome durch (I0)
gegeben waren. Wir haben also in der Tat ein geschlossenes Gleichungssystem vor uns, das sich
im Prinzip 16sen lassen sollte.

dy

T (79)

4.2 Losung fiir ein einzelnes freies geladenes Teilchens

Im jetzigen Falle eines einzelnen Teilchens ist uns die Losung des Problems schon durch das
Relativitatsprinzip allein vorgegeben. Wir konnen uns der Einfachheit halber auf die Losung des
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Problems einer am Anfang (wir setzen ¢ = 0) im Ursprung des Koordinatensystems ruhenden
Punktladung beschrinken, denn wir kénnen jede andere Anfangsbedingung durch Lorentzboosten
erhalten. Da die Gleichungen némlich relativistisch kovariant sind, ergibt sich die Losung dieser
allgemeineren Aufgabe aus der entsprechenden Lorentztransformation der Losung des Problems
des anfangs ruhenden Teilchens.

Die Losung dieses Problems ist aber auch schon durch das Tragheitsprinzip bekannt: Die einzelne
Ladung sollte einfach fiir alle Zeiten ruhen, und das elektromagnetische Feld ist ein reines elek-
trostatisches Coulombfeld einer Punktladung. Hier wird aber nun die Schwéche unseres Ansatzes
offenkundig, denn diese Losung fiihrt zu einer mathematischen Inkonsistenz: Das Coulombfeld
ist ja im Ursprung singulédr. Deshalb ist aber wegen der Annahme, 7(t) = 0 sei die Losung der
Bewegungsgleichung fiir das Teilchen, die Lorentzkraft in ([[%) indefinit. Wir haben es hier mit
den charakteristischen Divergenzen zu tun, die mit der Annahme eines punktférmigen Teilchens
zusammenhéangt.

Wie wir nun zeigen wollen, kénnen wir dies dadurch beheben, dafl wir die §-Distribution in
der Definition der Quellen ([[) ,regularisieren”, d.h. wir ersetzen sie durch eine Funktion, deren
schwacher Limes schliefllich wieder zu einer scharfen §-Distribution fiihrt. Um die Rechnung
einfach zu halten, entscheiden wir uns fiir die ,Verschmierung” der Punktladung zu einer homogen
geladenen Kugel vom Radius R, d.h. wir ersetzen:

3
B)(=_ o~ _ 9O T
5O (7~ ) = 13 O(R — 17~ 7). (50)
Setzen wir nun ¢(t) = 0, konnen wir die Potentiale mit Hilfe des retardierten Propagators

berechnen. Die Auswertung des Integrals erfolgt dabei sinnvollerweise in Kugelkoordinaten. Das
Resultat ist

3¢ (R* ||Z|? »
A° — o(||#| — R)—2 — L )eoR- |z A=0. 81

Das elektromagnetische Feld ist hier natiirlich ein rein elektrostatisches:

3q

5 0_
E = —grad A” = o

ozl - k) + ZO(R— | &), B=0. (82)

1 z
A |22
Setzen wir nun unseren Losungsansatz ¥ = 0 mit den Feldern (BZ) in die Bewegungsgleichung
([@) ein, sehen wir, dafl wir tatséchlich die korrekte Antwort erhalten, ndmlich verschwinden der
Kraft auf unser Punktteilchen, so daf} ein freies Punktteilchen keine Beschleunigung durch sein

eigenes elektromagnetisches Feld erfihrt. Wir kénnen nun auch R — 0 nehmen, was natiirlich
im jetzigen Falle trivial ist.

4.3 Beschleunigte Bewegung

Nachdem wir nun den scheinbar trivialen Fall einer freien Punktladung durch unser Regulari-
sierungsverfahren gelost haben, wenden wir uns der Frage zu, was bei beschleunigten Ladungen
geschieht.

Um die Rechnung einfach zu halten, betrachten wir jetzt eine Punktladung in einem externen
Ostzillatorpotential und nehmen an, wir kdnnten in der nichtrelativistischen Naherung fiir die
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Bewegung des Teilchens arbeiten. Dann geht freilich die Lagrangefunktion in die iibliche Lagran-
gefunktion fiir nichtrelativistische Teilchen iiber

—\ 2
Lo = —mc*(1 - %) ~ —mc® + % <%) +0(8Y) = —mc® + L, (83)

2

Es ist klar, dafl wir den konstanten ,Ruheenergieanteil” —mc* weglassen kénnen.

Wir fiigen ein harmonisches Oszillatorpotential hinzu, wobei wir davon ausgehen, dafl dieses nur
in 3-Richtung wirkt:

Lext = —wiya. (84)
Wir betrachten weiter die Anfangsbedingung
_ . dy(0
y(0) = ys0€3, % =0, (85)

d.h. das Teilchen startet in Ruhe aus einer in 3-Richtung ausgelenkten Position.

Qualitativ wissen wir nun folgendes: Nehmen wir zunéchst an, das Teilchen sei ungeladen. Dann
oszilliert es harmonisch mit der Oszillatorfrequenz wg und der Amplitude y39. Nun ist es aber ge-
laden, und das bewirkt die Existenz seines elektromagnetischen Eigenfeldes. In erster Naherung
vernachlassigen wir nun die Wechselwirkung mit diesem FEigenfeld und nehmen weiterhin an, das
Teilchen schwinge harmonisch in dem externen Oszillatorpotential. Diese Bewegung kénnen wir
nun in die Gleichung ([4) fiir die retardierten Potentiale einsetzen und erhalten ein elektromagne-
tisches Strahlungsfeld, das wir uns qualitativ durch das Hertzsche Dipolfeld gendhert vorstellen
diirfen. Nun fiihren aber elektromagnetische Wellen Energie mit sich. Da unsere Lagrangedichte
nicht explizit von der Zeit abhéngt, ist die Gesamtenergie erhalten. Die Energiebilanz wird aber
durch unsere Naherung verletzt, denn die Bewegungsenergie des Oszillators muf} ja eigentlich
von dem elektromagnetischen Strahlungsfeld ,fortgetragen” werden, also dem Oszillator verloren
gehen. Das bedeutet aber wiederum, dafl in diesem Fall die Bewegung der Ladung in diesem
Falle durch ihr eigenes Strahlungsfeld beeinflufit werden muf}, was wiederum zu einer Anderung
des elektromagnetischen Feldes fiihrt etc.

Die klassische Idee ist es nun, die Energieerhaltung explizit wieder herzustellen, indem man
der Leistungsabstrahlung Rechnung tréagt. Dies findet man in dem Bereits erwdhnten Lehrbuch
von Sommerfeld [Som01] mustergiiltig vorgefiihrt. Eine etwas detailliertere Analyse mit Hilfe
der Lorentzkraft findet sich in dem ansonsten nur noch historisch interessanten Lehrbuch zur
Quantenelektrodynamik [Hei54]. Diese Gleichungen haben jedoch die unangenehme Eigenart,
zu Gleichungen zu fiihren, die héchst unphysikalische Eigenschaften besitzen. Sie fiihren z.B. zu
sog. ,Run-away solutions”, d.h. schon im Falle eines freien Teilchens neben der oben hergeleiteten
korrekten Losung zu solchen, die zu einer spontanen Beschleunigung des Teilchens fiihren. In der
og. finden sich auch Losungsansétze zu diesem Problem, die freilich im klassischen Rahmen an
ihre Grenzen stofen.

Wir schlagen hier deshalb gleich einen anderen Weg ein, ndmlich die Anwendung der klassischen
Storungstheorie, d.h. wir 16sen zunéchst die
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