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Zusammenfassung

Ein Problem der Mathematik und der Physik ist es, Differentialgleichungen zu 16sen. Die
Laplacetransformation bietet die Moglichkeit Differential- und Integralausdriicke auf algebrai-
sche Ausdriicke umzuformen

1 Die Laplacetransformation

Man steht z.B. vor folgendem Problem:
y' — 2y + 2y = cost + 2sint mit y(o) = 2,3’ (0) = 4
Hier bietet sich die LT als Losungsmethode an. Allgemein kann man diese Methode an-
wenden, wenn:
e es sich um eine lineare Dgl. mit konstanten Koeffizienten handelt
e die Anfangswerte bei 0 gegeben sind
e die rechte Seite der Gleichung eine bekannte LT hat

Definition: sei f eine komplexwertige Funktion, die iiber jedem endlichen Intervall integriebar
ist. Konvergiert das Integral, heifit die Funktion

LIf ) / ft)e tdt

die Laplacetransformierte von f.
Ein Beispiel:

L(1) :/ dte=st = 1
0 p

Fiir viele bekannte Funktionen sind die LT tabelliert. Die Umkehrtransformation der LT
ist durch das Browwich Integral gegeben:
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Der Integrationsweg verlduft hier im komplexen, man mufl also die Methoden der Funk-
tionentheorie anwenden.

Einige Recherregeln:

e Laf(t)+65 g(t)](s)=aLf(t)](s)+LL[g(t)l(s)
o L[f(ct)](s)=¢LIf(t)(2)

o Lle™“f(t )]( )=LIf(t )](S+C)

. fo ( (8 = [f(t)}(S)

. L[t”f(t)}(s) - —1)”;2’;L[f<t>1<s>
o LIP(t)](s)=sL[E(t)](5)-£(0)
o L{E"(t)](s)=sLIE(t)](5)-s£(0)-£(0)



2 Faltung

Seien die LT der Funktionen g und h bekannt, welche Funktion 16st dann die Gleichung

Dies fithrt zum Begriff der Faltung.
Definition: Seien h und g Funktionen auf &, dann ist das Faltungsprodukt h * g durch

(h*g)(x) := / h(z — ") g(z")dz'

')

definiert.
Die Laplace-Faltung ist definiert durch

t
(h*g)(t) := / h(t —t)g(t)dt
0
Sie ist kommutativ und assoziativ:
hxg=gx*h
(hxg)*f=hx(gxf)

Kommen wir nun zu unserem urspriiglichen Problem zuriick: Wir suchten eine Losung der
Gleichung

y" — 2y’ + 2y = cost + 2sint mit y(o) = 2,3’ (0) = 4
Die Vorgehensweise:
a) Transformation der Gleichung
b) Auflésung der Gleichung nach L(y)
c¢) Partialbruchzerlegung von L(y)
d) Riicktransformation der einzelnen Teile

Nun konkret:

a)Lly"] = s*L[y] — sy(0) — y'(0) = s°L(y) — 2s — 4
L(y') = sL(y) —y(0) = sL(y) — 2

s . 1
L[COSt] = m,L[Slnt] = 32 +1
Also: )
LIyl — 25— 4= 28y + 4+ 2Ll = 5 + 5
2 __ S 2 _s+2+2s(s°+1)
DLW —2s+2) = G + g T20= 211
Sy = 283 +3s5+2
Y T (824 1)(s2—25+2)
s 542
C)L[y]_82+1 82—2S+2
s+ 2 s—1 3 . .
d = -1 ; I ‘
)(5_1)2+1 (5—1)2+1+(s—1)2+1 [e" cost] 4+ 3L[e" sint]
Man erhalt:

Y= cost + e’ cost + 3e' sint



