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m Allgemeine Vorbemerkungen

Daselektromagnetischeeldist in derkovarianterSchreibweisein antisymmetrischefensorder Faradaytensofm
folgendensindalle Vektorenund Tensorer(eskommennur solchebis zur 2. Stufevor) mit Indizesoben(kontravariant)
zu verstehenWir arbeitermit demin derTeilchenphysikveitgehendiblichenrationalisiertergaul3schealsystem
mit c=1 (Heavisideunits).Wir folgenin derDefinition derrelativistischerkovarianterSchreibweisavie siein Bjorken—
Drell steht(wassichauchweitgehendiurchgesetztat). Auch dasParticleDataBooklethélt sichandieseKonvention.
Der FundamentaltensgPseudometrikist also

In[l]:: g= {{11 OI OI O}, {OI _ll OI O}, {OI OI _ll O}, {OI OI OI _l}};

In([2] := MatrixForm[g]

Oout[2] //MatrixForm=
1 0 0 0

0 -1 0 0
0o 0 -1 0
0 O 0 -1

Der Faradaytensdiir einbeliebigeslektromagnetischd=eldliestsich

In[3]:= Evec = {E1, E2, E2}; Bvec = {B1l, B2, B3};

General: :spelll :
Possible spelling error: new symbol name "Bvec" is similar to existing symbol "Evec".

In[4]:= F[{El_, E2_, E3_}, {B1_, B2_, B3_}] =
{{0, -E1, -E2, -E3}, {E1, 0, -B3, B2}, {E2, B3, 0, -B1}, {E3, -B2, B1l, 0}};
In[5]:= MatrixForm[F[Evec, Bvec]]

Out [5] //MatrixForm=
0 -E1 -E2 -E2
ELl 0 -B3 B2
E2 B3 0 -B1
E2 -B2 Bl 0

Die Bewegungsgleichungird in vierdimensionakovarianteiGestalimit der Eigenzeittau (einespezielleWahl eines
WeltzeitparametergleschrieberDie kovarianteGeschwindigkeiheil3t u=dx/d(tau).

In[6]:= ul[tau_] = {u0[tau], ul[tau], u2[tau], u3d[taul};
Die Bewegungsgleichunigutet(fiir eineHerleitungvgl. z.B. Landau-LifshitZVol. 2)

In[7] := eom = Table[mD[u[tau], taul [[1]] =g (F[Evec, Bvec] .g.ul[taul) [[1i]1], {i, 1, 4}];
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In[8]:= MatrixForm[eom]

Out [8] //MatrixForm=

mul’ [tau] == g (Elul[tau] + E2u2[tau] + E2u3[tau])
mul’ [tau] == g (E1lul0[tau] + B3 u2[tau] - B2 u3[tau])
mu2’ [tau] == g (E2ul0[tau] - B3 ul[tau] + BLu3[tau])
mu3’[tau] == g (E2ul0[tau] + B2ul[tau] - Bl u2[tau])

Darin stehtm fur die invarianteMasse Eine geschwindigkeitsabhangigdassewie siein alterenLehrbilicherrsteht,ist
wenig hilfreich, dasiekeinerelativistischkovarianteGroReist. Die rechteSeiteder Gleichungist in dendrei
Raumkomponenteanschweialsdie Lorentzkraftin vierdimensionakovarianteiGestaltzu erkennenDie
Bewegungsgleichunigt mit derBedingungdalRtaudie Eigenzeitist, vertraglich,dennesgilt

In[9]:= u[tau] .g. (F[Evec, Bvec] .g.u[tau]) // Simplify

out[91= 0
DasbedeutetdalRu.g.u=constist. Die Eigenzeitwahlenwir nunso,dal3siedie Zeitim RuhsystendesBetrachtersst,
sodalu.g.u=1seinmuf3. Die BewegungoesitztalsoeineZwangsbedingung. Klasse(d.h. einesolche die nur bei

Erfullung derBewegungsgleichungeltenmuf3,aberdasist fiir die klassischd?hysikwenigwichtig, erstbeim
Formalismugler1. Quantisierungvird daswichtig).

m Bewegung im homogenen elektrischen Feld

In diesemAbschnittsoll die BewegungeinesPunktteilchengm homogenerlektrischerfelddargestelltverden.
0O.b.d.A.legenwir daselektrischeFeldin Richtungderz—-Achse.

In[10] := MatrixForm[F[{0, 0, Ez}, {0, 0, 0}1]

Out[10] //MatrixForm=
0 0 0 -Ez

0 0 O 0

0 0 O 0

Ez 0 O 0
In[11l]:= gl =

Table[mD[u[tau], tau] [[1i]] =q (F[{0, O, Ez}, {0, O, 0}] .g.u[taul) [[i1]., {1, 1, 4}]1;
In[12]:= MatrixForm[gl]

Out[12] //MatrixForm=

muO’ [tau] == Ez gqu3[tau]
mul’ [tau] ==
mu2’ [tau] == 0
mu3’[tau] == Ez qu0[tau]
In[13]:= solution = DSolve[gl, {uO[tau], ul[tau], u2[tau], u3[tau]}, tau] // FullSimplify
out[131= {{u0[tau] > cC[1] COSh[Equ&] +Cl4] sinh[@}, ul[tau] - C[2],
u2[tau] - C[3], u3[tau] »C[4] Cosh[ Z2LE ] | c[1] ginn[ 22D}

m
In dieserLésungist die Zwangsbedingung. Klassezu beriicksichtigen

In[14]:= u[tau] .g.u[tau] /. Flatten[solution] // FullSimplify

out[14]= C[1]%2-cC[2]?-C[3]?-C[4]?

D.h. esmuRC[1]"2=1+C[2]"2+C[3]"2+C[4]*2gelten.DamitweiteruO stetspositiv ist (Bewegungn positive
Zeitrichtungmuf hier von Handeingesetziverden—>Bewegungsumkehrinvariatder elektromagnetischen
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WechselwirkungDie GleichungzeichnekeinebestimmteZeitrichtungaus).Die freienIntegrationskonstante@[2], C[
3], C[4] sindentsprechender Anfangsbedingungefiir die Vierergeschwindigkeizuwahlen.

In[15]:= usol[tau_] =
(u[tau] /. Flatten[solution]) /. {C[1] » Sart[1+C[2] A2+ C[3]A2+C[4]A"2]};

In[1l6]:= MatrixForm[usol[tau]]

Out[16]//MatrixForm=
J1+cCl2]2 +C[3]% +C[4]? Cosh[Z22t88 ] . C[4] sinh[ Ezatay
cl[2]
C[3]

C[4] Cosh[Ezdatan +\/1+C[2]2 +C[3]% +C[4]? Sinh[fzatau

m

Die Losungfir die Raumzeitkoordinateergibtsichdurchintegration Wir legeno.B.d.A.denAnfangspunkter
Bewegungn denUrsprungdesKoordinatensystems

In[17]:= x[tau_] = Integrate[usol[tauPrime], {tauPrime, 0, tau}];

In[18] := MatrixForm[x[tau]]

Out[18] //MatrixForm=
_mcr4] mC[4] Cosh[£zdtay Lo 1+C[2]2+C[3]2+C[4]2 sinh[Zzdtay

Ez q Ez q Ezq
tauC[2]
tauC[3]
m~/1+C[2]2+C[3]2+C[4]2 m~/I+C[2]2+C[3]%2+C[4]% cosh[Fzatay mC[4] sinh[ F2atay
- + +
Ez g Ez g Ez g

Jetztzeigenwir exemplarisctein paarErgebnisse
In(19]:= Ez=1;g=1;m=1;

Die Geschwindigkeit/3 in z—Richtundfir einenim benutzerKoordinatensysterruhenderBeobachteist u3/u0,und
naturlich ndhertsichdieseGeschwindigkeitler Lichtgeschwindigkeit=1 und Uberschreitetliesenie:

In[20]:= Plot[usol[tau] [[4]] /usol[tau]l[[1]] /. {C[2] » 0, C[3] » 0, C[4] » 0}, {tau, 0, 5},
PlotRange » {0, 1}, AxesLabel -» {"t", "v3"}, PlotStyle » AbsoluteThickness[2]]

v3
1,

Out [20]= = Graphics =

Die Bahnkurvesiehtfolgendermaf3eaus.Hier starterwir mit einergewissermnfangsgeschwindigkeih x—Richtung.
DasentsprichtAnfangsbedingungedes"waagrechtemWurfes"im nichtrelativistischerrall ware daseineParabel
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In[21]:= ParametricPlot[
Evaluate[{x[taul [[2]]., x[tau]l [[4]1]1} /. {C[2] » 0.2, C[3] » 0, C[4] »0}], {tau, O, 2},
AxesLabel » {"x", "z"}, PlotStyle -> AbsoluteThickness[2], AxesLabel » {"x", "z"}]

4

Out [21]= = Graphics =

Fur eineAnfangsbedingunglie einemschragenWurf mit einerAnfangsgeschwindigkeits—z—Komponeirte
Gegenrichtungum E-FeldentsprichtsiehtdasBild soaus:

In[22] := ParametricPlot[
Evaluate[{x[tau]l [[2]], x[taul [[4]1]} /. {C[2] - 0.2, C[3] » 0, C[4] »-0.6}1,
{tau, 0, 2}, PlotStyle » AbsoluteThickness[2], AxesLabel » {"x", "z"}]

-0.1¢

Out [22]= = Graphics =

m Bewegung im konstanten Magnetfeld
In[23]:= Clear[q, m, Ez]

In diesemAbschnittsoll die BewegungeinesPunktteilchengm homogenemagnetischefelddargestelliverden.
0O.b.d.A.legenwir daselektrische~eldin Richtungderz-Achse.
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In[24]:= MatrixForm[F[{0, 0, 0}, {0, 0, Bz}]]

Out [24] //MatrixForm=
0 O 0 0
0 0 -Bz O
0 Bz 0 0
0 O 0 0

In[25]:= gl =
Table[mD[u[tau], tau] [[1]] =g (F[{O0, 0, 0}, {0, O, Bz}] .g.u[taul) [[1]1], {1, 1, 4}];

In[26] := MatrixForm[gl]

Out[26] //MatrixForm=
mu0’ [tau] == 0
mul’ [tau] == Bz gu2[tau]

mu2’ [tau] == -Bz qul[tau]
mu3’ [tau] == 0
In[27] := solution = DSolve[gl, {uO[tau], ul[tau], u2[tau], u3[taul}, tau] // FullSimplify
out(271= {{u0[tau] »C[1], ul[tau] »c[2] Cos[ 2L 2L ] | ¢ (3] Sin[BZi&],
w2 [tau] - C[3] cOs[w} ~c[2] sm[%], u3[tau] > C[4]})

In dieserL6ésungist die Zwangsbedingung. Klassezu berilicksichtigen
In[28]:= u[tau] .g.u[tau] /. Flatten[solution] // FullSimplify
out[28]= C[1]%-C[2]%-C[3]%2-C[4]?

D.h. esmuRR C[1]*2=1+C[2]*2+C[3]"2+C[4]*2gelten.Damit weiter u0 stetspositivist (Bewegungn positive
ZeitrichtungmuR hier von Handeingesetziverden—>Bewegungsumkehrinvariater elektromagnetischen
WechselwirkungDie GleichungzeichnetkeinebestimmteZeitrichtungaus).Die freienIntegrationskonstante@[2], C[
3], C[4] sindentsprechender Anfangsbedingungetfiir die Vierergeschwindigkeizu wahlen.

In[29]:= usol[tau_] =
(u[tau] /. Flatten[solution]) /. {C[1] » Sqgrt[1l +C[2]A2+ C[3]A2+C[4]1r2]};

In[30] := MatrixForm[usol[tau]]

Out [30] //MatrixForm=
\/1+C[2]2+C[3]2+C[4]2
C[2] Cos[224ta8 ] 4 C[3] sin[E2dtan]
C[3] Cos[B24fau] _C[2] sin[ 224ty
C[4]

Die Losungfur die Raumzeitkoordinateergibtsichdurchintegration Wir legeno.B.d.A.denAnfangspunkter
Bewegungn denUrsprungdesKoordinatensystems

In[31]:= x[tau_] = Integrate[usol[tauPrime], {tauPrime, 0, tau}];

In[32]:= MatrixForm[x[tau]]

Out [32] //MatrixForm=

tau\/1+C[2}2 +C[3]%2+cC[4]?

mc[3] _ mC[3] Cos[PE&ER%]  mC[2] Sin[ PELERM)
Bz g Bz g Bzq
_mC[2] + mC[2]Cos[E&mE‘:‘_] N mC[3]Sin[BZ‘§“tau]
Bzgq Bz q Bz q
tau Cl4]
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Jetztzeigenwir exemplarisctein paarErgebnisse
In(33]:= Bz=1;g=1;m=1;

Die Geschwindigkeitskomponentéd in x—Richtungfur einenim benutzerKoordinatensysterruhenderBeobachteist
ul/u0.Die LésunghatoszillatorischerCharakterDer Grundist klar: Die Projektionder Bahnkurveauf die xy—Ebene
ist ein Kreis. Die Gesamtbewegurica. eineSpiralbahr(s.u.). In diesemFall ist, wie ein Blick aufdie Lésungzeigt,die
Eigenzeitproportionalzur SystemzeitlesBeobachters.

In([34]:= Plot[usol[tau][[2]] /usol[tau]l [[1]] /. {C[2] » 0.2, C[3] » 0, C[4] » 0},
{tau, 0, 10}, AxesLabel » {"t", "x"}, PlotStyle -» AbsoluteThickness[2]]

-0.2¢

Out [34]= = Graphics -

Die Bahnkurvein xy—Ebenesiehtfolgendermafieaus.Hier starterwir mit einergewisserAnfangsgeschwindigkeih
x—Richtung.In derTatbeschreibtlasTeilcheneineKreisbahnwie entsprechenderLorentzkraftim purenMagnetfeld
zu erwartenwar: Die Kraft wirkt in jedemMomentsenkrechzur Geschwindigkeit!
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In[35]:= ParametricPlot[Evaluate][
{x[taul[[2]1], x[tau]l [[3]11} /. {C[2] » -0.2, C[3] » 0, C[4] »0}], {tau, O, 7},
AspectRatio-» 1, AxesLabel » {"x", "y"}, PlotStyle -» AbsoluteThickness[2]]

Y

-0.2 0.1 0.1 0.2
Out [35]= = Graphics -
Fir eineallgemeineAnfangsbedinguntphnt sichein 3—dim-Plot,denni.a. ist die BahnkurveeineSchraubenlinie

konstanteiGanghthgdie Geschwindigkeitn RichtungdesMagnetfeldedbleibt konstantweil die Kraft stetssenkrecht
zur Geschwindigkeitindzum Magnetfeldwirkt F_mag=qv x B).
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In[36] := ParametricPlot3D[Evaluatel
{x[taul [[2]1], x[tau]l [[3]1], x[taul [[4]1]1} /. {C[2] » 0.5, C[3] »0, C[4] »0.1}],
{tau, 0, 20}, AspectRatio-» 1, ViewPoint -> {2.895, 1.108, 1.356},
AxesLabel » {"X", "y", "Z"}]

Out[36]= = Graphics3D =

m Bewegung im gekreuzten E-und B-Feld
In[37]:= Clear[q, m, Ez, Bz]

In diesemAbschnittsoll die BewegungeinesPunktteilchengm homogenerlektrischer-eld (in y—Richtung)
magnetischenfreld (in z—Richtung)dargestelltverden.

In[38]:= MatrixForm[F[{0, Ey, 0}, {0, 0, Bz}]]
Out[38] //MatrixForm=
0 0 -Ey O
0 0 -Bz O
Ey Bz 0 0
0 0 0 0

In[39]:= gl = Table[mD[u[tau], tau] [[1]] =g (F[{O0, Ey, 0}, {0, O, Bz}] .g.u[taul) [[1i]].
{i, 1, 4}]1

In[40] := MatrixForm[gl]

Out [40] //MatrixForm=
mu0l’ [tau] == Ey gqu2[tau]
mul’ [tau] == Bz gu2[tau]
mu2’ [tau] == g (Eyu0O[tau] - Bzul[tau])
mu3’[tau] == 0

In[41] := solution = DSolve[gl, {uO[tau], ul[tau], u2[tau], u3[taul}, tau] // FullSimplify;
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In dieserLésungist die Zwangsbedingung. Klassezu beriicksichtigen
In[42]:= u[tau] .g.u[tau] /. Flatten[solution] // FullSimplify
out[421= C[1]?-C[2]%-C[3]%2-C[4]?

D.h.esmuRC[1]"2=1+C[2]"2+C[3]"2+C[4]*2gelten.DamitweiteruO stetspositiv ist (Bewegungn positive
Zeitrichtungmuf hier von Handeingesetziverden—>Bewegungsumkehrinvariatder elektromagnetischen
WechselwirkungDie GleichungzeichnekeinebestimmteZeitrichtungaus).Die freienIntegrationskonstante@[2], C[
3], C[4] sindentsprechender Anfangsbedingungefiir die Vierergeschwindigkeizuwahlen.

In[43]:= usol[tau_] =
(u[tau] /. Flatten[solution]) /. {C[1] » Sqrt[1+C[2]A2+C[3]A2+C[4]A2]};

In[44]:= usol[tau]

1

{ BT BT | P (—EyC[z] +BzJ1+C[2]% +C[3]% +C[4]? ) -

\/-Bz? + Ey? gtau ] ~
m

Out [44]=

Ey (—Bz cr2] +Ey\/l+C[2]2 +C[3]2+C[4]2 ) Cosh |

N 2
By V/ - Bz? + Ey? C[3] Sinh| Bz” + By qtau}

m

’

1
(Bz - Ey) (Bz + Ey)

Ey (—EyC[Z] + Bz \/1+C[2}2 +C[3]%2+cC[4]? ) +

V-Bz? + Ey2 g tau } _
m

Bz (Bz c[2] -EyJucmZ +C[3]2+C[4]? ) Cosh|

V-Bz? + Ey? gtau }
m

’

Bz \/ - Bz? + Ey? C[3] Sinh[

\/ -Bz? + Ey? qtau] .
m

C[3] Cosh|

(—Bz Cl2] +By/1+C[2]% +C[3]2 +C[4]? ) Sinh[-Be:By? gtau |

\-Bz? + Ey? '

C[4]}

Die Losungfur die Raumzeitkoordinateergibtsichdurchintegration Wir legeno.B.d.A.denAnfangspunkter
Bewegungn denUrsprungdesKoordinatensystems

In[45]:= x[tau_] = Integrate[usol[tauPrime], {tauPrime, 0, tau}];

LeidererlaubtdasExportieremnachpsbzw. html nicht die Benutzungron MatrixFormfiir solangeAusdriicke weil die
Ausgabeeinfachabgeschnittemwird: ;—((
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In[46]:= x[tau]

Bz Ey tauC[2] EymC[3]
461= |-
Out [46] { (Bz - Ey) (Bz + Ey) * (Bz - Ey) (Bz+Ey) g *
Bz2 tau\/1+C[2}2 +C[3]% +C[4]® EymC[3] Cosh[YBZ+EY’ gtau |
(Bz - Ey) (Bz + Ey) N (Bz - Ey) (Bz+Ey) g *

BzEymC[2] Sinh[ (BB gtan ] gpy2ma[14c([2]2 +C[3]2 +C[4]2 Sinh| Y EZE gcau |

(Bz - Ey) (Bz +Ey) \V -Bz? +Ey? ¢ (Bz - Ey) (Bz + Ey) -Bz? +Ey® g '
 By’tauci2] BzmC[3] _ BzBytauy1+C[2)? +C[3)7 +C[4)7

(Bz - By) (Bz + Ey) (Bz -EBEy) (Bz+Ey) g (Bz - Ey) (Bz + Ey)

BzmC[3] Cosh[ Y-Bz+E¥ gtau | Bz? mC[2] Sinh[X-B22:Ev: gtau |

" _
(Bz -Ey) (Bz+Ey) g (Bz - Ey) (Bz +Ey) V -Bz2 + Ey? g
BzEym\/l+C[2]2+C[3]2+C[4]2 Sinh[ Y-BZi:EY gtau | 1
(Bz - Ey) (Bz +Ey) V -Bz? + Ey? ¢ " (Bz? -Ey?) q
5 5 5 V-Bz? + Ey? gtau
-BzmC[2] + Eyma/1+C[2]% +C[3]? +C[4]? +BzmC[2] Cosh]| = ] -
N 2
Eym~/1+C[2]2 +C[3]2 +C[4]? Cosh[ V-BZ +EY® dtauj
m
g2 2

V-Bz? + Ey? mC[3] Sinh[ Bz +Ey qtau} ,
tauC[4]}

Jetztzeigenwir exemplarisctein paarErgebnisse

In(47]:= Ey=0.5;Bz=1;g=1;m=1;

Die Geschwindigkeitskomponemtéd in x—Richtungfur einenim benutzerKoordinatensysterruhenderBeobachteist
ul/u0.Die LésunghatoszillatorischerCharakterDer Grundist klar: Die Projektionder Bahnkurveauf die xy—Ebene
ist ein Kreis. Die Gesamtbewegurica. eineSpiralbahr(s.u.). In diesemFall ist, wie ein Blick aufdie Lésungzeigt,die
Eigenzeitproportionalzur SystemzeitlesBeobachters.

In(48]:= Plot[usol[tau] [[2]] /usol[tau]l [[1]] /. {C[2] » 0.2, C[3] » 0, C[4] » 0},
{tau, 0, 10}, AxesLabel » {"t", "x"}, PlotStyle -» AbsoluteThickness[2]]

X

0.7}

0.6

0.5

0.4}

0.3
2 4 6 8 10 °©

Out [48]= = Graphics -

Die Bahnkurvein xy—Ebenesiehtfolgendermafieaus.Hier starterwir mit einergewisserAnfangsgeschwindigkeih
x—Richtung.
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In[49]:= ParametricPlot[Evaluate][
{x[taul[[2]1], x[tau]l[[3]11} /. {C[2] » -0.2, C[3] » 0, C[4] »0}], {tau, O, 20},
AspectRatio-» 1, AxesLabel » {"x", "y"}, PlotStyle -» AbsoluteThickness[2]]

Y

Out [49]= = Graphics -

Fir eineallgemeineAnfangsbedinguntphnt sichein 3—dim-Plot.Die Anfangsbedingungewurdensogewahlt,daf
eineeinigermalermnsehnlich&ahnkurveentstehtBesitzervon Mathematicasolltenein wenig mit diesemNotebook
spielen;-)).

In[50]:= SQrt[3*0.3A2]

out[50]= 0.519615
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In[51] := ParametricPlot3D[Evaluatel
{x[taul [[2]], x[tau]l [[3]1], x[taul [[4]1]1} /. {C[2] » -0.01, C[3] » 0.5, C[4] »0.3}],
1.231}]

{tau, 0, 20}, AxesLabel » {"x", "y", "z"}, ViewPoint -> {2.885, -1.269,

0 6
> 4
z
X
10
2
15
0
0. 511 .5
Yy

Out [51]= = Graphics3D -
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