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Vorwort

In diesem Artikel soll die relativistische Quantenfeldtheorie in einer in sich geschlossenen Form darge-
stellt werden. Die Betonung liegt dabei auf den Methoden, die zur praktischen Lsung physikalischer
Probleme fiihren. Ich plane dabei folgenden Aufbau.

Im ersten Kapitel formulieren wir die relativistische Quantenfeldtheorie (QFT) aus gruppentheoreti-
schen Betrachtungen iiber die Raumzeitstruktur. Elementarteilchen werden dabei als Einteilchenun-
terrdume des Fockraumes eingefiihrt, welche irreduzible Darstellungen der eigentlich orthochronen
Lorentzgruppe bilden. Nachdem die QFT freier Teilchen ausgearbeitet und die wichtigsten Folgerun-
gen wie der Zusammenhang zwischen Spin und Statistik und Invarianz unter CPT gezogen worden
sind, schlieffen wir das Kapitel mit der Einfithrung in die Formulierung der Theorie in Gestalt von
Funktionalen und Pfadintegralen.

Im zweiten Kapitel behandeln wir in einiger Ausfiihrlichkeit die fermionische und bosonische Quante-
nelektrodynamik, einschliefSlich der Berechnung einiger elementarer Prozesse in niedrigster Ordnung
der Storungstheorie (Baumgraphenniherung). Wir fiihren anhand dieses Paradebeispiels einer erfolg-
reichen relativistischen QFT wichtige Begriffe wie die S-Matrix und den Streuquerschnitt sowie die
Feynmansche Diagrammtechnik als wichtiges methodologisches Hilfsmittel zur Berechnung solcher
Beobachtungsgrofien ein.

Im dritten Kapitel betrachten wir Diagramme zur Stérungstheorie héherer Ordnung, die Schleifen
enthalten und zu Divergenzen fiithren. Dieses Problem wird durch die Renormierungstheorie geldst,
die wir mit Hilfe der dimensionalen Regularisierung formulieren. Wir besprechen schliefilich die Re-
normierungsgruppe.

Das vierte Kapitel schliefit den mehr formalen Teil dieses Skripts mit der Behandlung nichtabelscher
Eichtheorien ab, die in moglichst enger Analogie zur Quantenelektrodynamik in der ,Background
Field”-Eichung formuliert wird.

Die iibrigen Kapitel sind den modernen Anwendungen der Theorie in der Elementarteilchenphysik ge-
widmet. Wir besprechen dazu das Standardmodell der Elementarteilchen und die durch es mit hoher
Prizision beschriebenen Phinomene der starken Wechselwirkung und die Vereinigung des Elektro-
magnetismus mit der schwachen Wechselwirkung zur elektro-schwachen Theorie von Glashow, Salam
und Weinberg. Wir beschiftigen uns weiter mit effektiven Theorien in der Hadronen- und Kernphysik
sowie mit der Formulierung der Gleichgewichtsthermodynamik und Anwendungen in der relativisti-
schen Schwerionenphysik.



Kapitel 1 - Tetlchen und Felder - eine heuristische Einfithrung

Kapitel 1

Teilchen und Felder - eine heuristische
Einfiihrung

In diesem Kapitel fassen wir die grundlegenden Begriffe der relativistischen Raumzeitstruktur und die
Formulierung der klassischen Theorie der Teilchen und Felder zusammen. Ausgangspunkt ist eine
Analyse der elementaren Theorie der Lorentz- und Poincare-Gruppen anhand der klassischen Elek-
trodynamik. Wir werden dann erste Einblicke in die Quantenfeldtheorie freier Teilchen anhand der
heuristischen Technik der kanonischen Feldquantisierung gewinnen.

1.1 Relativistische Raumzeitstruktur und Lorentzgruppe

Wir setzen voraus, dafl der Leser mit den Grundlagen der klassischen relativistischen Mechanik und
Elektrodynamik vertraut ist. Dieser erste Abschnitt soll dazu dienen, die wichtigsten Grundbegrif-
fe zu wiederholen und die Notation dieses Skripts einzufithren. Wir bedienen uns des sogenannten
natiirlichen Einheitensystems, indem wir das (modifizierte) Plancksche Wirkungsquantum und die
Lichtgeschwindigkeit zu 1 setzen:

h=c=1. (1.1.1)

Ublicherweise ist es bequem, Massen, Energien und Impulse in MeV oder GeV anzugeben und Lingen
in fm (1 fm = 1 femto-meter = 1 Fermi = 10~ m). Zur Umrechnung von fm in MeV~! benétigen wir
dann lediglich [[AT08]

hc =197.3269631(49) MeV fm. (1.1.2)

die in Klammern stehenden Ziffern geben dabei die Unsicherheit der Grofle auf die entsprechenden
letzten Dezimalstellen an.

Die relativistische Raumzeit ist ein affiner vierdimensionaler reeller Punktraum, auf dem eine Fun-
damentalform (,Pseudometrik”) der Signatur (1,3) definiert ist. Fithrt man ein bzgl. dieser Funda-
mentalform orthonormiertes Basissystem in einem beliebig gewahlten Bezugspunkt der Raumzeit ein,
konnen wir jeden Raumzeitpunkt umkehrbar eindeutig durch die vier kontravarianten Vektorkom-
ponenten x* (u € {0, 1,2,3}) beschreiben, und die Fundamentalform besitzt die kovarianten Tensor-
komponenten

1 0 0 0
O -1 0 O
0 O 0 -1



1.1 - Relativistische Raumzeitstruktur und Lorentzgruppe

Der R* mit dieser Fundamentalform heifit Minkowskiraum. Im folgenden schreiben wir kontravari-
ante Vektorkomponenten auch als Spaltenvektor
e
< £,> . (1.1.4)

Die Fundamentalform definiert das Minkowskiprodukt zwischen zwei Vierervektoren:

(xH) =

R R R R
W N = O
I

x-y =g, 1ty =x%° %7, (1.1.5)

wobei tiber gegenstindige gleichnamige Indizes summiert wird (Einsteinsche Summationskonventi-
on) und X -y = x!y! + x2y% 4+ x>y> das iibliche Skalarprodukt im Euklidischen R? bezeichnet. Die
kovarianten Komponenten eines Vektors erhilt man durch ,Indexziehen” mit dem Fundamentalten-
sor:

o _ .1 _.2_.3 o _=z

(x,)=(gux")=(x",—x",—x",—x") = (x ,—X"), (1.1.6)

wobei ein hochgestelltes ¢ an einem Vektor oder einer Matrix die Transposition bezeichnet, d.h. X* ist
der Zeilenvektor (x!,x2,x?).

Entsprechend werden mit g’ die kontravarianten Komponenten der Fundamentalform bezeichnet.
Da fiir jeden Vektor

xt =g, =g"g,4%, (1.1.7)
gelten soll, mufl notwendig
1 furu=v
We =8= , 1.1.8
880 =0, {o fir v (1.1.8)
so daf§
1 O 0 0
~ lo -1 0o o
0o 0 0 -1
ist.

Die Vektoren x € R* fallen in drei Klassen:

>0 zeitartig,
x-x=x*{=0lichtartig, (1.1.10)

<0 raumartig.

Eine lineare Transformation des Minkowskiraums, der die Fundamentalform zwischen beliebigen
Vektoren invariant 1iflt, heifit Lorentztransformation. Wie jede lineare Abbildung wird eine Lor-
entztransformation bzgl. einer Basis durch eine Matrix (A“)) reprisentiert, d.h. die kontravarianten
Komponenten eines Vektors transformieren sich gemif}

x'H = A¥ x”. (1.1.11)
Damit nun die Minkowskiprodukte zwischen beliebigen Vektoren ungedndert bleiben, mufd gelten:
g/lvx/#ylv = gMVA#M/AVV/xHIyV/ = g,u/v’x[u/y‘/' (1'1-12)
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Kapitel 1 - Tetlchen und Felder - eine heuristische Einfithrung

Da wir dies fiir beliebige x,y € R* verlangen, ist also notwendig
gWA'“Iu/AVV/ =8y (1.1.13)
Dafiir konnen wir auch schreiben
(8" g Ny =A7AY, =87, (1.1.14)
Dies bedeutet, daf§ eine Lorentztransformation invertierbar ist und
(A=A (1.1.15)
sein muf8. In Matrix-Vektorschreibweise bedeutet dies
A l=gA'g, (1.1.16)

Wobei wir Lorentztransformationsmatrizen immer als diejenige Form verstehen, wo der erste Index
oben und der zweite Index unten stehen. Offenbar beschreibt umgekehrt auch jede Matrix A, die

(1.1.16) erfiillt, eine Lorentztransformation.

Die Lorentztransformationen mit der Hintereinanderaustithrung (entsprechend der Matrixmultipli-
kation der dazugehorigen Matrizen) bilden eine Gruppe, denn mit zwei Lorentztransformationen A,
und A, ist auch A, A, eine Lorentztransformation, denn wegen g2 =1 ist

g(MA) g = gAjA g = (gAjg)(gAlg) = Ay AT = (AAy) ™, (1.1.17)
so daf§ A;A, die Bedingung erfillt.

Die physikalische Bedeutung der Lorentztransformationen wird unmittelbar einsichtig, wenn man die
beiden wichtigsten Spezialfille betrachtet, nimlich

(i) Drehungen der rein raumlichen Basis eines beliebigen Orthonormalsystems und

(i) Gleichformig geradlinige Bewegung eines solchen Bezugssystems gegen ein anderes (,,drehungs-
freier Lorentzboost®).

Ein Beispiel fiir Drehungen ist eine Drehung um die 3-Achse um den Winkel ¢ € [0,27):

1 0 0 0

_ |0 cos¢p sing 0O
Dy(¢)= 0 —sing cos¢ O (1.1.18)

0 0 0 1

Ein drehungstreier Lorentzboost entlang der 3-Achse besitzt die Parametrisierung
coshp 0 0 —sinhp
0 1 0 0

By(n)= o 0 1 0 : (1.1.19)

—sinhn 0 0 coshy

Dabei ist n € R. Um die physikalische Bedeutung der Rapiditit » zu verstehen, wenden wir (1.1.19)
auf die Komponenten eines beliebigen Vierervektors an:

x%coshn — x?sinh 7y
1
x" = By(n)x = zz . (1.1.20)

—x%sinh n+ x> cosh n
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1.2 - Das klassische Teilchenbild

Betrachten wir insbesondere den riumlichen Ursprung des Systems ¥/, indem wir x'! = x"2=x"> =0
setzen. Aus (1.1.20) erschen wir, dafl dieser Punkt im System X die Koordinaten

x'=x*=0, x’=x"tanhyn=ttanhy (1.1.21)
besitzt. Das bedeutet, daff sich 3’ relativ zu ¥ mit der Geschwindigkeit v = tanh 7 entlang der 3-Achse

bewegt. Es ist stets |tanh 7| < 1. Mit Hilfe der folgenden Beziehung lifit sich der Boost auch
mit Hilfe der Geschwindigkeit v ausdriicken:

1
coshn= ﬁ :=y(v), sinhp= I vy(v). (1.1.22)
-

In Analogie zu bzw. lassen sich Drehungen um eine beliebige riumliche Achse eines
Orthonormalsystems bzw. Boosts entlang einer beliebigen riumlichen Richtung dieses Orthonormal-
systems angeben. Wir werden spiter insbesondere Boosts in eine beliebige riumliche Richtung benoti-
gen. Richtung und Geschwindigkeit des Boosts kénnen wir durch einen dreidimensionalen Vektor &
mit |v] < 1 charakterisieren. Dann lautet der Boost

_(r —v'y
B<77)_<—77)/ 1+(y—1)77®«z7/62>' (1.1.23)

Dabei bezeichnet 4 ® b, das dyadische Produkt zwischen zwei Dreiervektoren, die Matrix mit den
Elementen

@®b),; =a't/, (1.1.24)
und die Multiplikation mit einem Spaltenvektor von links bedeutet also
(Z@Zf)i:aibjcj:alg-a (1.1.25)

Die Wirkung des Boosts (1.1.23) auf die Komponenten eines beliebigen Vierervektors ist also durch

e — y(x° =7 %)
B0= (157084 rv0) (1120

gegeben. Wir bemerken weiter, dafl die Drehungen um eine beliebige Achse sowie die Boosts entlang
einer beliebigen Koordinatenrichtung jeweils Einparameteruntergruppen der Lorentzgruppe bil-
den, denn mit Hilfe der Additionstheoreme der trigonometrischen bzw. hyperbolischen Funktionen
ergibt sich sofort

D5(¢1)D5(¢) = D5(¢b1+ $3)s  Bs(11)B5(n,) = B3(ny +1y)- (1.1.27)

1.2 Das klassische Teilchenbild

In diesem Abschnitt wollen wir die eben besprochenen mehr mathematischen Begriffsbildungen auf
einfachste physikalische Sachverhalte von Teilchen im Rahmen einer klassischen Punktteilchenbe-
handlung anwenden, indem wir Stof§prozesse betrachten. Dies wird uns als Anschauungsbeispiel bei
der Entwicklung der entsprechenden quantentheoretischen Begriffe noch gute Dienste leisten.
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Kapitel 1 - Tetlchen und Felder - eine heuristische Einfithrung

1.2.1 Die relativistische Kinematik freier Punktteilchen

Prinzipiell kann die Formulierung der relativistischen Mechanik eines Punktteilchens nach Wahl eines
beliebigen Inertialsystems genau wie die Newtonsche Mechanik durch die Beschreibung der Bahnen im
dreidimensionalen Euklidischen Raum bzgl. des durch dieses Inertialsystem definierten Beobachters
erfolgen. Dies ist aber insbesondere zur Formulierung grundlegender Naturgesetze nicht besonders
bequem. Es empfiehlt sich hingegen, die Kinematik und Dynamik der Punktteilchen im vierdimensio-
nalen Minkowskiraum zu betrachten.

Wir beschreiben also die Bewegung eines Teilchens als Trajektorie im vierdimensionalen Minkowski-
raum, d.h. wir fithren einen beliebigen Parameter A fiir diese Weltlinie des Teilchens ein: x# = x#(A).
Spezialisieren wir nun diese Beschreibung auf ein bestimmtes Inertialsystem, mufl sich dieselbe Trajek-
torie auch umkehrbar eindeutig mit Hilfe der dazugehérigen Koordinatenzeit ¢ = x° angeben lassen.
Dies ist die schwichste Forderung an ein Kausalgesetz. Das bedeutet, daf} die Trajektorie die Bedingung

dx°(2) dt
=—>
dA dA
erfiillen mufl. Wir verlangen der Bequemlichkeit halber das positive Vorzeichen, damit ein Anwachsen
des Parameters A der positiven Zeitrichtung entspricht.

0 (1.2.1)

Weiter ist klar, daf§ fiir jede eigentlich orthochrone Lorentztransformation A ebenfalls die Bedingung

gelten muf}, also
d v
onﬁ >0. (1.2.2)

Wir wollen nun zeigen, daf dies nur dann gewihrleistet ist, wenn dx /dA zeit- oder lichtartig ist.
Betrachten wir also zunichst einen raumartigen Vierervektor 4, von dem wir ohne Beschrinkung der

Allgemeinheit verlangen diirfen, daf} sein rdumlicher Teil in 3-Richtung weist, d.h. 2! = 2> = 0 und
a® > 0 ist,[[fund wenden einen beliebigen Lorentzboost der Gestalt (1.1.19) an. Dann ist

a"° = a° cosh n—a’sinhn (1.2.3)

Angenommen 4° > 0. Da nach Voraussetzung der Raumartigkeit a? = (4°)?—(a*)? < 0, ist 0 > 4> > 4°.
Verlangen wir also 4'° <0, miissen wir nur n so wihlen, daf}

a° coshn < a’sinh ) = tanhn > a°/a’. (1.2.4)

Daa®/a’ < 1und tanh7 — 1 fiir ) — oo, ist eine solche Wahl von 7 stets moglich. Das bedeutet aber,
daf§ in der Tat dx/dA fiir unsere Trajektorie nicht raumartig sein darf, damit stets erfiillt ist.
Genau dieselbe Betrachtung zeigt, dafy man fiir licht- und zeitartige Vektoren a durch einen eigentlich
orthochronen Lorentzboost das Vorzeichen der Zeitkomponente nicht dndern kann, da |tanhn| < 1
tiir jedes reelle 7, so dafl also die Weltlinie eines Teilchens stets so beschatfen sein mufi, daf§ die Tan-
genten tiberall zeit- oder lichtartig sind. Wir nennen solche Trajektorien im Minkowskiraum kiinftig
einfach zeit- oder lichtartig.

Nehmen wir nun zunichst an, wir hitten eine zeitartige Trajektorie vorliegen. Greifen wir einen be-

liebigen Punkt, charakterisiert durch A = A, heraus, kann man stets einen Lorentzboost der Form
(1.1.26) finden, so dafy dx’/dA|,_ ), = 0iist. Dazu braucht man nur mit der Geschwindigkeit

L dF fdxp\ 7 s

!Ist das nicht der Fall, kénnen wir zunichst eine riumliche Drehung anwenden, um dies zu erreichen.
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1.2 - Das klassische Teilchenbild

zu boosten. Wegen der Zeitartigkeit der Trajektorie ist ja |9] < 1! Dies ist das Ruhesystem des Teil-
chens, in dem es momentan (also zu dem durch A= A, gegebenen Zeitpunkt) ruht.

Wir kdénnen uns diese Lorentzboosts nun zu jedem Punkt entlang der Trajektorie ausgefithrt den-
ken. Dies definiert mit dem Teilchen mitbewegte Inertialsysteme, und man bezeichnet die in diesen
Inertialsystemen gemessenen Zeitelemente dt als die Eigenzeitelemente des Teilchens. Es wire nun
duflerst mithsam, diese Eigenzeitelemente fiir eine gegebene Trajektorie zu berechnen, wenn man all
diese Lorentztransformationen tatsichlich ausfithren miifite. Dies ist aber gar nicht notwendig, denn
wir kénnen aufgrund der Lorentzinvarianz dx” = (dr,0,0,0) schreiben

dr? =dx’-dx’ =dx - dx, (1.2.6)
und von einem beliebigen Ereignis A, an gezihlt vergeht also die Eigenzeit
dx dx (127)
dX dA” h

Da weiter offenbar d7/dA > 0 ist, konnen wir auch die Eigenzeit des Teilchens selbst als Parameter der
Weltlinie verwenden.

Dieses Konzept der Eigenzeit ist deshalb wichtig, weil es sich um eine relativistische Invariante handelt,
die eine bequeme kovariante Formulierung der Teilchenkinemantik und -dynamik erlaubt. Die kova-
riante Definition der kinematischen Grofien Geschwindigkeit und Beschleunigung erfolgt daher in
Bezug auf diese Eigenzeit des Teilchens:

dx _du_dzx
dr’ ‘= dr  d2’

In den nicht kovarianten, also auf ein Inertialsystem bezogenen dreidimensionalen Groflen geschrieben,

gilt also
dx dt <1> o, dx 1 (1.29)
u=——=vy| - mt v=—, y=-——. 2.
v de Vi— P

Kovariante Bewegungsgleichungen lassen sich am bequemsten aus dem Hamiltonschen Prinzip in
der Lagrangeformulierung bestimmen. Fiir freie Teilchen hat man als einzigen Vierervektor # zur
Verfiigung, um eine invariante Wirkung zu formulieren. Der einzige Skalar, der sich aus diesem bilden
148¢, ist #% = 1, so daBd fiir ein massives Teilchen

(1.2.8)

u =

dxfu dxﬂ
SO[X]:—mde:—mfdA UU

der geeignete Ansatz fiir eine Wirkung darstellt. Wir haben im letzten Schritt die Wirkung wieder bzgl.
eines beliebigen Weltparameters A dargestellt, da die Eigenzeit selbst nicht unabhingig ist. Man kann
als Weltparameter selbstverstiandlich auch die Koordinatenzeit ¢ bzgl. eines beliebigen Inertialsystems
wihlen, denn die Wirkung ist unabhingig von dieser Parametrisierung der Weltlinie:

So[x] :—mfdt\/l—a?z. (1.2.11)

Das Noethertheorem fiir die Invarianz unter zeitlichen und rdumlichen Translationen liefert dann
Energie respektive Impuls eines freien Teilchens:

(1.2.10)

m o mo
E=—F—, p=———7—. (1.2.12)

1—-72 1—-22



Kapitel 1 - Tetlchen und Felder - eine heuristische Einfithrung

Mit (1.2.8) zeigt sich, daf} Energie und Impuls zusammengenommen den Vierervektor
dx

"

bilden. Die kovariante Beziehung zwischen Energie und Impuls lautet demnach

pP=E*—p*=m* = |p| =/ m*+ p*. (1.2.14)

Damit kdnnen wir bereits die Kinematik fiir StofSprozesse relativistischer Teilchen betrachten, die im
folgenden noch wichtig sein wird. Der einfachste Fall ist ein Prozef, wo zwei Teilchen X, und X, mit
Viererimpulsen P1 und Pa aneinander streuen
(Anfangszustand) und zwei Teilchen X; und X, im Endzustand mit
Viererimpulsen p; und p, resultieren. Dies konnen die gleichen
2 D3 Teilchen sein (also wieder X und X,), so dafl also ein elastischer
Streuprozef} betrachtet wird (z.B. die Elektron-Positron Streuung
e, +e_ — e, +e_) oder man hat von den Ausgangsteilchen ver-

p=mu= (1.2.13)

1! schiedene Teilchen im Endzustand vorliegen (inelastischer Streu-
prozef), z.B. Paarvernichtung e, +e_ — 2y. In jedem Falle miissen
Energie- und Impulserhaltung in dem Streuprozef3 gelten, was sich

P 2 sogleich vierdimensional kovariant zusammenfassen lifit:
Abbildung 1.1: Pt p2=p3t Pa (1.2.15)

Raumzeitdiagramm  fiir ~ die
Streuung zweier Teilchen in
zwel (gleiche oder verschiedene)
andere Teilchen. Wir folgen der
Konvention, daf§ die Zeit von

Weiter miissen die Energie-Impulsbeziehungen fiir die jeweiligen
Teilchen erfiillt sein, wenn man sowohl die einlaufenden als auch
die auslaufenden Teilchen weit ab vom Reaktionspunkt (,Vertex®)
betrachtet, wo die Wechselwirkung vernachlissigt werden kann

(asymptotisch freie Teilchen):
unten nach oben aufgetragen
2

. . .. . 2 __ 2 _

W'Il‘d, was 5'1011 spater bei a’.er pi=mi, p,=m
diagrammatischen ~ Formulie- ) . . S
rung  (Feynman-Diagramme) Neben diesen invarianten Massen kann man nun noch drei weite-
der Stérungstheorie moch als ™€ Invarianten aus den Viererimpulsen bilden, die man als Mandel-

stamvariablen? bezeichnet:

2
2

pi=mi, pi=m;. (1.2.16)

niitzlich erweisen wird.
s=(pi+ ) =(ps+p)s t=(pi=—p) ==y w=(pr—p) =(p— ). (12.17)

Diese drei Invarianten sind jedoch nicht unabhingig voneinander. Vielmehr findet man durch Aus-
multiplizieren der Minkowskiquadrate in (1.2.17) sowie Anwendung der Energie-Impulserhaltungs-

gleichung (1.2.15) und der Energie-Impulsbeziehungen (1.2.16)

s+t+u:mf+m22+m§+mf. (1.2.18)

1.2.2 Laborsystem

Fiir die Definition des invarianten Streuquerschnitts bendtigen wir noch die Relativgeschwindigkeit
der Teilchen im Anfangszustand. In der nichtrelativistischen Kinematik ist das einfach die vektori-
elle Differenz der Dreiergeschwindigkeiten. Dies ist aber im relativistischen Falle keine kovariante,

Zbenannt nach Stanley Mandelstam *1928
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1.2 - Das klassische Teilchenbild

also vom Inertialsystem unabhingige Definition. Wir definieren daher die Relativgeschwindigkeit des
Teilchens X, zum Teilchen X als seine Geschwindigkeit im Ruhsystem des Teilchens X,. Dieses Be-
zugssystem bezeichnet man gemeinhin als Laborsystem, d.h. es gilt

lab
by _ | © (lab) _ 0 _ 0
e N Y e N 0 , (1.2.19)
(lab) lab
0 P2 pz(a )

wobei Pz(lab) den Dreierimpulsbetrag des einlaufenden Teilchens X, bezeichnet und die Stofirichtung in
die Richtung der 3-Achse gelegt wurde. Die Relativgeschwindigkeit ist demnach definitionsgemifi

P(lab)
)
vrel - E(Iab) . (1.2.20)
2
Dies lafit sich nun offensichtlich auch mit Hilfe kovarianter Ausdriicke schreiben. Aus p, und p, lifft

sich namlich die Invariante
lab
p1py=myy) m2 4+ (PL)? (1.2.21)

bilden, und wir kénnen (1.2.20) in der Form

2

N ip) = mim,
rel *— E1E2

angeben. Im Laborsystem stimmt diese Definition mit tiberein. Nun stellt zwar kei-
nen manifest kovarianten Ausdruck dar, wir werden aber sehen, daf§ mit Hilfe dieser Definition der
Wirkungsquerschnitt manifest kovariant definiert werden kann. Auflerdem kann man zeigen, dafl fiir
kollineare Lorentzboosts, also Lorentzboosts in Kollisionsrichtung (in unserer Konvention (1.2.19)
also in 3-Richtung) tatsichlich gilt v, = |9} — 7, |. Dies ist aber nicht korrekt fiir beliebige Lorentzboosts,
wenn also die Tetlchen im betrachteten Bezugssystem nicht mebr kollinear aufeinandertreffen!

(1.2.22)

Es ist weiter noch niitzlich, einige Beziehungen zwischen den Mandelstamvariablen und den Grofien
im Laborsystem herzuleiten. Aus (1.2.19) und (1.2.17) folgt sofort

—mz—mz

S
Ez(lab) _ 1 2 (1.2.23)
2my
s — (my 4+ m,)][s — (my — m,)?
P — (gt = Y=t s = oy = o)) (1224)

2my
Die Beziehung zum Endzustand laf3t sich durch die Mandelstamvariablen ¢ und # ausdriicken:

2 2
laby My t+m3—t

! (1.2.25)

2my

Zusammen mit (1.2.18) folgt

2 2
ab lab by My
G g _pla T (1.2.26)

2my

11
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Entsprechend ergeben sich schliefilich die Impulse der auslaufenden Teilchen zu

o) _ VL4 ms) — J[0my — my)* — 1]

b

3 2my
(1.2.27)
o) _ V(747 — ] [omy — my)? — ]
o 2m, '

1.2.3 Schwerpunktsystem

Das Schwerpunktsystem ist definiert als dasjenige System, in dem der Gesamtimpuls verschwindet:

(cm) (cm) (cm) (cm)
(em) _ (£ (@m) _ [ E (m)_ [ E @ _( E
p1° = <[')’1(cm)> > PZC = <_1‘§’(cm)> > P3° — <[-)’/3(cm)> R p: — <_lg/(cm)> . (1.2.28)

Daraus wird sofort ersichtlich, dafl die Mandelstamvariable s das Quadrat der Gesamtenergie im
Schwerpunktsystem angibt:

s = (pgcm) + pécm)>2 — (Efcm) +E§cm))2 — (pgcm) + picm))z — (E3(cm) +E§cm))2. (1.2.29)

Zusammen mit den Energie-Impulsbeziehungen ergibt sich fiir den Schwerpunktsimpulsbetrag im
Eingangs- bzw. Ausgangskanal

ey _ VL5 = (m 4 mP]ls = (my = )]
_ — ,
VIs =0y +m )Pl = (my = m)]

2y/s

(1.2.30)

p/(em) —

1.3 Das klassische elektromagnetische Feld

In diesem Abschnitt wollen wir in aller Kiirze an die Elektrodynamik und ihre manifest kovariante
relativistische Formulierung erinnern. Ausgangspunkt unserer Betrachtungen werden die Maxwell-
schen Gleichungen im Vakuum sein, wobei wir Ladungen und Strome fiir Punktteilchen betrachten
wollen. Wir werden alsbald an die Grenzen einer klassischen Theorie von Punktteilchen und Feldern
stoflen, die erst in der quantisierten Theorie gelost werden kénnen, wenngleich nur im Sinne der St6-
rungstheorie.

1.3.1 Die Maxwellgleichungen im Vakuum

Wir schreiben die Maxwellgleichungen fiir den einfachsten Fall des Vakuums auf, wobei wir uns des
sogenannten Heaviside-Lorentzschen Einheitensystems bedienen wollen. Dabei handelt es sich um
ein rationalisiertes Gaufisches Einheitensystem, welches vornehmlich in der theoretischen Hochener-
gieteilchenphysik gebriuchlich ist. Wir verwenden weiterhin auch die niitzliche Konvention, Lingen
und Zeiten in derselben Einheit zu messen und ¢ = 1 zu setzen. Die Maxwellgleichungen in ihrer ur-

spriinglichen Form beschreiben die Dynamik von elektrischen und magnetischen Feldern E und

12



1.3 - Das klassische elektromagnetische Feld

B bei vorgegebenen Ladungsverteilungen o und Stromdichteverteilungen ;. Bzgl. eines kartesischen
Bezugssystems lauten sie

-

. JB _
rotE +— =0, divB=0, (1.3.1)
dt
)
rotB — En =7, divE=p. (1.3.2)

Die physikalische Bedeutung des elektrischen und magnetischen Feldes ergibt sich aus der durch sie
verursachten Kraftwirkung auf Probeladungen. Auf eine Punktladung ¢ wirkt demnach die Lorentz-

kraft

F=q(E+3xB). (1.3.3)
Die Maxwellgleichungen zerfallen ihrer mathematischen Struktur nach in die in (1.3.1] wiedergegebe-
nen homogenen Maxwellgleichungen, welche das Faradaysche Induktionsgesetz sowie die Nicht-
existenz magnetischer Ladungsdichten beinhalten, sowie die inhomogenen Gleichungen (1.3.2), die
die Erregung der Felder aus den elektrischen Ladungs- und Stromverteilungen beschreiben, also das
um den Maxwellschen Verschiebungsstrom erginzte Ampéresche Durchflutungsgesetz sowie das
GaufSsche Gesetz umfassen.

Eine sehr wichtige Folgerung aus den inhomogenen Gleichungen ergibt sich, indem man die Diver-
genz des Ampére-Maxwellschen Durchflutungsgesetzes und dann in der entstehenden Gleichung die
Zeitableitung des Gaufischen Gesetzes verwendet. Ohne Bezugnahme auf die Bewegungsgleichungen
tiir die Ladungen und Strome, die wir den Maxwellgleichungen hinzuzufiigen hitten, wollten wir ein
abgeschlossenes physikalisches System beschreiben, ergibt sich dann das Gesetz von der Erhaltung
der elektrischen Ladung:

%P 4 divi=0 1.3.4
3, +div; =0. (1.3.4)
Daf} diese lokale Gleichung tatsichlich die Erhaltung der Ladung beinhaltet, erkennt man durch Inte-
gration dieser Kontinuititsgleichung iiber ein beliebiges zeitlich unverinderliches Volumen V, des-
sen Berandungsfliche wir mit J V' bezeichnen wollen und Anwendung des Gauf3schen Integralsatzes:

dQv _ ij $Ro(t,7) = —f P24 (1, %). (1.3.5)
dt dt A% v

Dabei haben wir die Flichennormalenvektoren d24 wie in der Vektoranalysis tiblich aus dem betrach-
teten Volumen V herausgerichtet. Gl. besagt aber nun, daf} die zeitliche Anderung der im Vo-
lumen V befindlichen elektrischen Ladung allein durch den Fluf§ elektrischer Ladungen durch dessen
Oberfliche verursacht sein kann. Dehnt man das Volumen auf den ganzen Raum R? aus, ergibt sich
auf der rechten Seite 0, da wir annehmen diirfen, daf} die Stromdichte im Unendlichen hinreichend
schnell verschwindet. Demnach ist also die Gesamtladung erhalten, d.h. Qgs = const.
Die homogenen Gleichungen konnen durch die Einfiihrung der Elektrodynamischen Potentiale
identisch erfiillt werden. Dazu gehen wir von der Abwesenheit magnetischer Ladungen, also der Quel-
lenfreiheit des magnetischen Feldes, aus und folgern die Existenz eines Vektorpotentials fiir das ma-
gnetische Feld:

B =rotA. (1.3.6)
Diese Gleichung ins Faradaysche Induktionsgesetz eingesetzt liefert dann
- JA
rot | E+— | =0. (1.3.7)
dt
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Folglich muff der Ausdruck in der Klammer durch ein Skalarpotential ® darstellbar sein. Folglich [ifft
sich also das elektrische Feld durch

E= 5, grad ® (1.3.8)

ausdriicken. Umgekehrt ist klar, dafl bei beliebig vorgegebenen Potentialen ® und A die durch
und definierten Felder B und E die homogenen Maxwellgleichungen identisch erfiillen.
Nun ist es aber auch klar, dafl fiir vorgegebene Felder E und B die Potentiale ® und A nicht eindeutig
bestimmt sind. Gemif} konnen wir nimlich den Gradienten eines beliebigen Skalarfeldes y zu
A hinzuftigen:

A'=A+grady. (1.3.9)

Um auch 1) bei vorgegebenem Feld E zu gentigen, missen wir dann lediglich @ durch

a
o=p-% (1.3.10)
dt
ersetzen. Diese Symmetrie der durch die Potentiale ausgedriickten Gleichungen bezeichnet man als
Eichsymmetrie. Sie wird bei der quantentheoretischen Behandlung der elektromagnetischen Erschei-

nungen noch eine herausragende Rolle spielen.

Wir wenden uns nun auch den inhomogenen Maxwellgleichungen zu. Setzen wir also (1.3.6) und
(1.3.8) in die Gleichungen (1.3.2) ein, ergibt sich nach Verwendung der in kartesischen Koordinaten
giiltigen Identitdt

rotrotA = grad divA— AA (1.3.11)

die folgende Form des Maxwell-Ampéreschen Gesetzes:

— a¢ — —
grad <diVA + E> +0A=y, (1.3.12)
wo wir den d’Alembert-Operator
92
O=—-A 1.3.13
3.2 (1.3.13)

eingefithrt haben.
Offenbar kdnnen wir nun (1.3.12) vereinfachen, wenn wir die Nebenbedingung

.- J®
divA+—=0 (1.3.14)

at
verlangen. Diese Freiheit [t uns die oben festgestellte Eichinvarianz. Nehmen wir namlich an, diese
Bedingung sei nicht erfiillt, kénnen wir neue Potentiale gemif3 (1.3.9) und (1.3.10) wihlen und verlan-

gen, dafd fiir sie gilt. Dies ergibt fiir das Eichfeld y die Forderung

% .
Oy = +divA, (1.3.15)

Wir werden gleich sehen, dafl wir fiir diese Gleichung stets eine Losung angeben konnen. Freilich ist
x dadurch noch nicht eindeutig bestimmt, denn wir konnen immer noch eine Eichtransformation mit

einem Eichfeld ¥ zulassen, fiir das O = O erfillt ist. Die Nebenbedingung (1.3.14) schrinkt dann

14
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jedoch die Eichinvarianz auf solche Eichfelder ein. Daher nennt man (1.3.14) eine Eichbedingung.
Diese spezielle Eichbedingung wird als Lorenz-Eichbedingung bezeichnet’l Wir diirfen also davon

ausgehen, daf$ (1.3.14) erfiillt ist. Dann vereinfacht sich (1.3.12) zu einer einfachen Wellengleichung fiir
jede der drei Komponenten des Vektorpotentials A:

o=/ (1.3.16)

Nunmehr benétigen wir nur noch das Gaufische Gesetz in seiner Form fiir die Potentiale. Setzen
wir also (1.3.8) in die letzte der Maxwellgleichungen (1.3.2) ein und verwenden wieder die Lorenz-

Eichbedingung (1.3.14), finden wir

(a4 3 (divA)
—div E+grad<1> :—T—ACPZIO:M](I):,O. (1.3.17)

1.3.2 Die relativistisch kovariante Form der Maxwellgleichungen

Betrachten wir (1.3.16) und (1.3.17) stellen wir fest, daf§ wir sie in relativistisch kovarianter Form
schreiben kénnen, denn der d’Alembertoperator (1.3.13) kann wie folgt durch einen Lorentz-invarian-
ten Operator ausgedriickt werden:

32 32
Iy 7
at? g dxtIx¥

Um (1.3.16) und (1.3.17) durch eine manifest Lorentzkovariante Gleichung auszudriicken, miissen wir

also nur noch Ladungs- und Stromdichte zu dem Vierervektor (7¢) = (p, ]T’)t und die Potentiale zum

—

Viererpotential (A#) = (®,A)" zusammenfassen. Damit reduzieren sich die Maxwellgleichungen, ge-
schrieben mit Hilfe der Potentiale, zu der folgenden inhomogenen Wellengleichung fiir das Viererpo-
tential:

= g”"gpé’vzgﬂc?#. (1.3.18)

DA¥ = &, (1.3.19)

Freilich missen sich nunmehr auch das elektrische und magnetische Feld und die bzgl. dieser physi-
kalischen Groflen geschriebenen Maxwellgleichungen relativistisch kovariant ausdriicken lassen. Wir
konnten die oben durchgefiihrten Schritte nunmehr einfach durch die Komponenten des Viererpoten-
tials ausdriicken und die kovariante Form ablesen. Wesentlich einfacher ist es jedoch, die allgemeine
Kovarianz und die Eichinvarianz zuhilfe zu nehmen, um die relativistisch kovariante Form der Felder
zu ermitteln. Gemaf} und sind die Felder durch Ableitungen nach den Raumzeitvaria-
blen gegeben. Durch Ableitungen lassen sich aus den Vierervektorkomponenten die Tensorkompo-
nenten J,A, gewinnen. Weiter muf} nun aber auch die Eichinvarianz der Felder gewihrleistet sein.

Die Eichtransformation (1.3.9) und (1.3.10) liest sich kovariant geschrieben wie folgt:

At =AF -y, (1.3.20)

Auf den tieferen Grund fiir die wesentliche Vereinfachung dieser Gleichungen im manifest kovarian-
ten Kalkiil werden wir im nichsten Kapitel noch zuriickkommen, denn die Eichinvarianz hingt eng

*Fiir die historischen Griinde, warum wir hier dem neueren Sprachgebrauch folgen und die Eichbedingung nach dem
dinischen Physiker Ludwig Lorenz und nicht nach dem hollindischen Physiker Hendrik Antoon Lorentz benennen
vgl. [JOO1]]
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mit der Darstellungstheorie der Poincarégruppe zusammen, die wir zum Ausgangspunkt nehmen
wollen, um eine manifest kovariante relativistische Quantentheorie zu formulieren.

Aus den og. Tensorkomponenten a3t sich nun aber sofort ein eichinvarianter Ausdruck gewinnen,
nimlich der Faraday- oder Feldstirketensor:

F,,=3,A,~3A,. (1.3.21)

Als total antisymmetrischer Tensor zweiter Stufe besitzt dieser Tensor auch gerade sechs unabhingige
Komponenten, entsprechend den sechs Feldfreiheitsgraden £ und B im ,Dreierformalismus®. Den

Zusammenhang zu E und B konnen wir durch Zerlegung in zeitliche und raumliche Komponenten
ersehen:

JA” I
JA” JA™ - o
F "=9,A"-3"A, = — =e¢,,, (rotAd), =¢, B
dx™  Ix"

Relativistisch gesehen haben wir es also nicht mit zwei getrennten elektrischen und magnetischen Fel-
dern zu tun, handelt es sich doch lediglich um Komponenten des kovarianten Faradaytensors. Wir
sprechen daher auch lieber vom elektromagnetischen Feld oder der elektromagnetischen Wechselwir-
kung. Besonders tibersichtlich ergibt sich der Zusammenhang zwischen elektrischem und magneti-
schem Feld und dem kovarianten Feldstirketensor mittels ko- oder kontravarianten Komponenten,
wo er als antisymmetrische Matrix wie folgt geschrieben werden kann:

0 —E' —E? _E3
E' 0o -B> B
E? B o -B!
E> —B*> B! 0

(F*) = (1.3.23)

Das Transformationsverhalten der elektromagnetischen Feldgroflen unter Lorentztransformationen
ist nunmehr ebenfalls offensichtlich. Das Viererpotential transformiert sich als Vektorfeld. Ist also der
Wechsel von einem Inertialsystem zu einem anderen durch die Lorentztransformation gemif§ (1.1.11),
d.h. im Matrizenkalkiil x" = Ax, gegeben, lauten die Komponenten des Viererpotentialfeldes im neuen

Bezugssystem
A'(x") = A(x) = AMA(AX). (1.3.24)

Eine physikalische Grofle mit einem solchen Transformationsverhalten bezeichnen wir als Vierervek-
torfeld. Entsprechend transformiert sich der Feldstirketensor gemif3

F'*(x") = AH PA"GFP"(A‘Ix’), (1.3.25)

also wie ein Tensorfeld zweiter Stufe. Insbesondere ergibt sich daraus fiir einen drehungsfreien Boost

(1.1.23) fiir die elektrischen und magnetischen Feldkomponenten

- - AxX(Ex@)—7xB

1—32
Ve AX(BxA)+TXE
B’ =(7B)7 + ( ) .

(1.3.26)

1—-72
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Nun wollen wir noch die Maxwellgleichungen in kovarianter Form mittels des Feldstirketensors
schreiben. Dies hat den Vorteil, daf§ es sich um eichinvariante Gleichungen handelt. Die Maxwellglei-
chungen miissen sich als Differentialgleichungen 1. Ordnung des Feldstirketensors ausdriicken
lassen. Aus dem Faradaytensor lifit sich durch Hodge-Dualisierung ein zweiter antisymmetrischer
Tensor zweiter Stufe bilden, nimlich

vV __ ypoo
(FTy™ = et F,,. (13.27)
Dabei sind die Komponenten des Levi-Civita-Tensors dadurch definiert, daf} €% = 1 und das Sym-
bol ansonsten total antisymmetrisch unter Vertauschung seiner vier Indizes sein soll. Der Levi-Civita-
Tensor ist iibrigens nur ein Tensor bzgl. unimodularer Transformationen, also solchen Transformatio-

nen mit Determinante 1, hinsichtlich der Lorentzgruppe also nur bzgl. der SO(1,3), denn offenbar gilt
tiir beliebige Transformationsmatrizen A

T = A N AP AT etV P = der A eP7 (1.3.28)

Unter allgemeinen linearen Transformationen handelt es sich genau genommen um eine Tensordichte.
Fiir die total kovarianten Komponenten gilt aufgrund derselben Uberlegung

€ w0 =detg e"P? = —P7, (1.3.29)
Es ist wichtig zu betonen, daff die hier festgelegte Konvention nicht einheitlich in der Literatur einge-
halten wird, so daf} bei Vergleich von Formeln aus verschiedenen Quellen Vorsicht geboten ist. Wir
folgen der Konvention in [PS95]].
Wir kénnen nun also aus dem Fardaytensor und seinem Dual durch Kontraktion mit dem Vierergra-
dienten J, zwei Vektorausdriicke bilden. Aufspalten dieser Gleichungen in riumliche und zeitliche
Komponenten und Vergleich mit den Maxwellgleichungen (1.3.1}f1.3.2) ergibt dann deren relativistisch

kovariante Form

I (Fhy =0, g F* =" (1.3.30)

Die Kontinuititsgleichung (1.3.4), die wie oben gezeigt dem Satz von der Erhaltung der elektrischen
Ladung entspricht, ergibt sich aus der zweiten Gleichung sofort durch weitere Kontraktion mit d, und
der Tatsache, dafl der Feldstirketensor antisymmetrisch ist:

3" =38,3,F* =o. (13.31)

Wir wenden uns nun einigen einfachsten Grundlagen der Losungstheorie der Maxwellgleichungen, die
uns spater in der Quantenfeldtheorie noch niitzlich sein werden, zu.

1.3.3 Losung der quellenfreien Maxwellgleichungen

Beginnen wir mit dem Fall des ladungs- und stromfreien Raums, also der Form sich im freien Raum
ausbreitender elektromagnetischer Wellen. Betrachten wir dazu die Wellengleichung (1.3.19) fiir das
Viererpotential, wobei allerdings darauf zu achten ist, daf die Lorenz-Eichbedingung (1.3.14) als Ne-
benbedingung erfiillt sein muf. Kovariant geschrieben lautet sie

3,A" =0. (1.3.32)

Wie im Anschluff an (1.3.15) bemerkt, legt jedoch diese Bedingung das Viererpotential noch nicht ein-
deutig fest. Vielmehr haben wir noch die Freiheit, durch eine Eichtransformation A Pl A ot 5’# b4
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eine Komponente des Viererpotentials zu eliminieren. Um auch dies Lorentz-kovariant zu formulie-

ren, verlangen wir
n#A“ =0, (1.3.33)

wobei n# ein von O verschiedener Vierervektor ist. Je nach Wahl eines zeit- oder raumartigen Vektors
nennt man eine solche Eichbedingung eine zeit- bzw. raumartige Eichbedingung. Wie wir im nichsten
Abschnitt sehen werden, ist eine natiirliche Wahl (z#) = (1,0,0,0). Dann verlangen wir also A° = & =
0. Diese Wah! nennt man in der Literatur auch die Strahlungseichung. Zusammen mit (1.3.32) folgt
daraus, daf} in dieser Eichung auch

divA=0 (1.3.34)
gilt.
Schreiben wir nun das verbliebene Dreierpotential in Form eines Fourierintegrals
- d3/; o - o . - -
A(t,X)= | ————alt,k)exp(ikx) mit c(k)=|Fk| (1.3.35)

R (27)* 2 (k)
folgt fiir die Komponente

(@2 + k)T =0, (1.3.36)
also . . . . . L.
a(t k) =da\(k)exp[—iw(k)t] +ay(k)exp[+iw(k)t] mit cw(k)=k|. (1.3.37)
Die Nebenbedingung verlangt dann nur noch
k-a.(k)=0, (1.3.38)

]

Seien also E'(/;, a) mit @ € {1,2} zwei zu k senkrechte voneinander linear unabhingige reelle Polarisa-
tionsvektoren, so ist die allgemeine Losung der quellenfreien Maxwellgleichungen (in Strahlungsei-

chung) also durch (1.3.35) mit

2 -

Z?/e a { L(B)exp[—iw(k )t+i:€??] +A2’a(/g)exp[+ico(/;)t —|—igy?]} (1.3.39)

gegeben. Fiir das Folgende ist es bequem, diese Vektoren zueinander orthogonal zu wihlen, und zwar
so, daf§ fiir @ € {1,2}

Akya)- dxk, o) = (£1)%8,, (1.3.40)
und .
— - k 5 — -
A xR D= ==k, Aka)=(—1fdhoa) (1.3.41)
Id

gelten. Jedenfalls zeigt (1.3.39), dafl nur zwei der urspriinglich vier Komponenten des Viererpotentials
physikalisch sind, nimlich zwei voneinander linear unabhingige transversal polarisierten Wellen.
Um wenigstens hinsichtlich der Integration und der Exponentialfunktionen kovariant zu ma-
chen, konnen wir dies auch in der Form
- 3 b 2 —
A(t,)?)—J Z { exp[—i/ex] +Ba(k)exp[+i/ex]}
R (27)*2e(k

a:l

F=o(F)  (1.3.42)
mit A (B)=A; (k) B,(k)=A, (k)

*Der Sinn fiir die spezifische Wahl des Integralmafles wird sogleich noch deutlich werden.
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schreiben. Das Integralmafl konnen wir in der Gestalt

-
&k _ d*k ©(k9)S (k?) (1.3.43)

-

2c(k)

schreiben. Daraus ergibt sich, daf} dieses Integralmaf} invariant unter eigentlich orthochronen Lorentz-
Transformationen ist.

Da die A* reelle Felder sind, muf} bei reeller Wahl von E’(/; ,&) noch gelten

B, (k)= A% (k). (1.3.44)
Die endgiiltige Form der Losung der freien Maxwellgleichungen lautet somit also
s dsg 2 nd - -
Aed)= | ——=> dk,e) {Aa(k)exp[—ikx] + A" () exp[+ikx] }kozw(|/;|) (1.3.45)

R (27) 200(k) o=

Die spezifische Gestalt von A, (k) mufl durch Anfangsbedingungen festgelegt werden. Wir werden je-
doch fiir die Quantenfeldtheorie lediglich diese allgemeine Losungsform der freien Maxwellgleichun-
gen bendtigen.

1.3.4 Losung der Maxwellgleichungen bei vorgegebenen Quellen

Wenden wir uns nun der Losung der Maxwellgleichungen bei vorgegebenen Ladungen und Strémen
zu. In Lorenz-Eichung haben wir lediglich die Wellengleichung zu 16sen. Wir gelangen zum
Ziel, wenn wir eine Greensche Funktion des d’Alembert-Operators finden kénnen, d.h. eine Funk-
tion G, die

0,G(x —x') = 8®W(x — ") (1.3.46)

erfiillt. Dann wird (1.3.19) offenbar durch
Al(x)= f d*x'G(x — x)j*(x") (1.3.47)
R4

gelost. Daf§ wir die Greensche Funktion in der spezifischen Gestalt als Funktion von x — x” ansetzen
konnen, ergibt sich daraus, dafi die rechte Seite von lediglich von dieser Koordinatendifferenz
abhingt. Wir suchen ohnehin nur eine partikulire Losung der Gleichung. Die Greensche Funktion
selbst ist freilich nur bis auf eine Funktion, die die quellenfreie Wellengleichung erfiillt, bestimmt.

Hier wollen wir die retardierte Greensche Funktion aufsuchen, die der physikalischen Situation ent-
spricht, daf§ zu einer bestimmten Zeit ¢, irgendwelche Quellen “eingeschaltet,, werden. Die Kausali-
titsbedingung der Physik verlangt dann, dafy A# (genauer gesagt die eichinvarianten Feldkomponenten
F ) retardierte Funktionale der Quellen sein miissen, d.h. A¥(¢, ) kann nur von den Quellen zu

fritheren Zeiten ¢’ < t abhingen. Dies wird durch den Ansatz
G(x—x")=0(t —t")g(x —x") (1.3.48)

erreicht. Wie wir gleich sehen werden, bestimmt dies g eindeutig.

Um G zu finden, setzen wir z = x — x” und schreiben

$E o
G(Z):f 5 G(z ,k)exp(ik - 7). (1.3.49)
R (27)
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Aus folgt dann

d2 - ~ —
2 0 Iy 8,0
<d(z°)2 +k > G(2%, k) = 8 (2°). (1.3.50)
Aufler bei z° = 0 besitzt die Gleichung die Losung
G(2°%, k) = Aexp[—iw(k)z°] + B exp[+icw(k)z%], (1.3.51)

wobei A und B fiir z° < 0 und z° > 0 jeweils unabhingig zu bestimmende Konstanten sind. Wegen des
Ansatzes ist A= B = 0fiir z° < 0. Wir diirfen weiter annehmen, dafl G(z°, E) als Funktion von
2% bei z° = 0 stetig ist. Durch Integration von bzgl. z° iiber ein sehr kleines Intervall (—e, ¢)
ergibt sich daraus die Sprungbedingung fiir die Ableitung:

d G(OT, k) d GO, k) =1 (1.3.52)
dz° ’ dz° S .
Dies in eingesetzt, ergibt
A+B=0, —i(A—B)w(k)=1, (1.3.53)
d.h. :
A=—-B= : —. (1.3.54)
20(k)
Es ist also
. 0 dsg s 7\ 0 T X
G(z)=10(z )J _ {exp[lkz —iw(k)z"] —exp[ikz + 1a)(/e)z]} . (1.3.55)
(27)*2c0(k)

Dieses Integral existiert freilich nicht im iiblichen Sinne und ist als Distribution aufzufassen, wie es
fiir eine Greensche Funktion i.a. auch zu erwarten ist. Jedenfalls ist sie ein Skalar unter eigentlich
orthochronen Lorentztransformationen. Die Distribution 143t sich in geschlossener Form berechnen.

Dazu wihlen wir fiir die /;-Integration ein Kugelkoordinatensystem (K, ¥, ¢) mit der Polarrichtung in
Richtung von Z und fiihren einen regulierenden Faktor exp(—¢K) (¢ > 0) ein. Dann ist

1 0 1
g(z)= 8% dKKf du exp(—eK)[exp(iKzu — K z°) — exp(iK zu + 1K z°)], (1.3.56)
7 Jo -1

wobei wir K := |E | = co(/;) benutzt, # = cos & gesetzt und die triviale Integration iiber ¢ ausgefiihrt
haben. Bei endlichem Regulator € > 0 ist

1 € €
= — . 1.3.57
8(2) 41z |:62+(ZO—Z)2 62+(zo+z)2] ( )
Fiir ¢ — 07 ergibt sich
1
g(z)= 4—[8(20—2)—3(204-2)]. (1.3.58)
nz
Es ist also wegen z =|Z] >0
1
G(z)=—38(zy—z2) (1.3.59)
41z
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oder kovariant geschrieben
1
G(z)= —0(zy)8(z,z"). (1.3.60)
21 #
Setzen wir (1.3.59) in (1.3.47) ein, ergibt sich schlie8lich die gesuchte Losung der Maxwellgleichungen
bei vorgegebenen Ladungs- und Stromverteilungen:

(t =¥ =x"|,x")

4r|X -’

7
A4, %)= | &3’ ! , (1.3.61)
R3

wobei charakteristischerweise die Quellen zu dem zum betrachteten Aufpunkt ¥ gehdrigen retardier-
ten Zeitpunkt
tg=t—|X—x (1.3.62)

re

zu nehmen sind, zeitliche Anderungen des elektromagnetischen Feldes aufgrund sich zeitlich dndern-
der Quellen also mit Lichtgeschwindigkeit ausbreiten. Daher wird die hier betrachtete Greensche
Funktion genauer auch als retardierte Greensche Funktion und die Potentiale als die re-
tardierten Potentiale bezeichnet. Wir werden spiter noch mit andersartigen Greenschen Funktionen
zu tun haben, die sich von der retardierten durch eine Losung der homogenen Wellengleichung unter-
scheiden.

Wir miissen schliefflich noch die innere Konsistenz unserer Herleitung sicherstellen, indem wir nach-
weisen, dafl die Lorenz-Eichbedingung (1.3.32) erfiillt ist. Dazu schreiben wir (1.3.61) in der uninte-

grierten Form

/ 3 AN / / / 3 I
Q#A”(x):fwd“x WG(X_)C”M(?C):_JM&X ]"‘(x)ax/luG(x—x)
djH(")
= d*x’ G(x —x')——~ =0.
+ » x' G(x —x") NG

(1.3.63)

Im letzten Schritt haben wir die fiir die Losbarkeit der Maxwellgleichungen notwendige Kontinui-
titsgleichung (1.3.31), die dem Gesetz von der Erhaltung der elektrischen Ladung entspricht, ver-
wendet. Hieraus wird bereits der enge Zusammenhang der Kontinuititsgleichung fiir den Strom und
der Eichinvarianz deutlich. Wir werden im nichsten Abschnitt diesen Zusammenhang aus Sicht des
Noetherschen Theorems noch genauer ausarbeiten.

1.3.5 Kanonische Formulierung der Elektrodynamik

Wie jedes dynamische System konnen auch die elektromagnetischen Felder und ihre Quellen mit Hil-
fe des Hamiltonschen kanonischen Formalismusses behandelt werden. Dabei wird das Prinzip der
kleinsten Wirkung herangezogen, um die Feldgleichungen mittels eines Variationsprinzips zu for-
mulieren. Dies hat zum einen den Vorteil, daf§ wir auf dem Wege der ,kanonischen Quantisierung®
recht schnell zu einer Quantentheorie der Felder gelangen konnen, zum anderen ermdglicht es die-
ses Vorgehen auch, daf§ wir wichtige Observablen des Systems wie Energie, Impuls und Drehimpuls
aus dem durch das Noether-Theorem gegebenen Zusammenhang zwischen Symmetrien und Erhal-
tungssitzen ableiten konnen. Es sei bereits hier betont, daff die kanonische Quantisierung mehr als
ein heuristisches Prinzip als eine systematische Herleitung einer Quantentheorie aus einer klassischen
Theorie anzusehen ist. Wir werden daher im nichsten Kapitel nochmals die relativistische Quanten-
theorie aus gruppentheoretischer Sicht systematisch zu behandeln haben.
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Wir gehen vom Viererpotential als elementarem Feld zur Beschreibung des elektromagnetischen Feldes
aus. Das Wirkungsfunktional fiir die freien Felder sollte ein quadratisches Funktional sein. Setzen wir
es als Lorentz-invariante Grofle an, kdnnen wir zudem sicher sein, daff wir kovariante Gleichungen
erhalten. Auflerdem sollte die Wirkung auch eichinvariant sein. Dies legt es nahe, fiir das freie Feld den
Ansatz

1
L= _ZFWFMV, F’w = ayAv - QVA# (1.3.64)
zu wiahlen. In der Tat, variieren wir das Wirkungsfunktional
Sla,]= j 4 d*x %, (1.3.65)
R
erhalten wir . X
8Sy=—=| d*xF*S8F, =—=| d*xF*(J,84,—3,84). (1.3.66)
2 ) p 2 ) 7 p

Vertauschen wir im letzten Term die Summationsindizes und verwenden die Antisymmetrie des Feld-
starketensors F#”, ergibt sich nach einer partiellen Integration

8S=—| d'xF*9 84, =+| d*'x84'3,F*. (1.3.67)
R* R*

Da wir weiter dem Hamiltonschen Prinzip gemif$ die A” unabhingig voneinander variieren diirfen,
wird die Wirkung also stationir, wenn
8§=0=3,F* =0 (1.3.68)

ist, und das sind in der Tat die Maxwellgleichungen (1.3.30), denn der ersten Gleichung ist bereits
durch den Ansatz des Feldstirketensors als Viererrotation eines Vektorpotentials Rechnung getragen,
und die Hamiltonschen kanonischen Gleichungen geben die zweite Gleichung fiir den quellenfreien
Raum (j# =0).

Der Wechselwirkung mit vorgegebenen dufleren Quellen j# wird durch Hinzufiigen des Terms

L =—A) (1.3.69)

int =
Rechnung getragen. Denn dann ist die Variation der Wirkung durch
8S=88,+8S,, = N d*x8A” (9, F* - ") (1.3.70)
gegeben, und das Hamiltonsche Prinzip verlangt das Verschwinden der Klammer, also
,F =, (1.3.71)

und das ist in der Tat die kovariant geschriebene Form der inhomogenen Maxwellgleichungen (1.3.30).

Wir miissen weiter noch die Eichinvarianz des Wirkungsfunktionals {iberpriiferf} Das freie Funktional
So ist eichinvariant, denn es hingt nur vom eichinvarianten Feldstirketensor F,, ab. Der Wechselwir-
kungsterm verlangt allerdings eine gesonderte Untersuchung, denn hier tritt das Vektorpo-
tential selbst auf. Fiihren wir also eine Eichtransformation durch, wobei die dufleren Quellen
ungeindert bleiben. Nun ist

/7 4 40w 4 Sy 4 . .
Sine[A',] ——JR4d xA' jt = _de x (A, +3d,x) 7" __L@d x (A j*=x3d,*).  (13.72)

>Um eichinvariante Gleichungen zu erhalten, geniigt es streng genommen, daf} die Variation der Wirkung eichinvariant
ist. Daf3 das Wirkungsfunktional selbst eichinvariant ist, ist dafiir zwar hinreichend aber nicht notwendig.
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Dies stimmt fiir beliebige y nur dann mit §;

e [A #] iiberein, wenn

3,j* =0, (1.3.73)

also j# ein erhaltener Strom ist. Dies haben wir ja bereits oben mehrfach festgestellt: Die Maxwell-
gleichungen sind nur konsistent, wenn der elektromagnetische Viererstrom die Kontinuititsgleichung

(1.3.73) erfiillt.

1.3.6 Das Noether-Theorem

Wir wenden uns nun dem fiir das folgende wichtigen Zusammenhang zwischen Symmetrien der Wir-
kung und Erhaltungssitzen zu. Wie wir nimlich sogleich sehen werden, zieht jede kontinuierliche
Symmetrie des Wirkungsfunktionals einen Erhaltungssatz nach sich und gestattet die Definition so
wichtiger Groflen wie Impuls, Energie und Drehimpuls vermége der Poincaréinvarianz der relativisti-
schen Dynamik.

Betrachten wir also eine ,infinitesimale“ Symmetrietransformation der Raumzeitkoordinaten und Fel-
der von der Form

X' = x4 Stk (x), A (x') = AF(x)+ S0 THA(x)]. (1.3.74)

Dabei sind die §7* irgendwelche infinitesimale voneinander unabhingige Parameter, die die Transfor-
mation festlegen (z.B. Winkelkoordinaten bei Rotationen und dgl.). Zur Berechnung der Variation der
Wirkung bendtigen wir zunichst die Variation der Ableitung der Felder, die nicht wie beim Hamil-
tonschen Prinzip mit dem Ableitungsoperator vertauscht, da nun ja die Raumzeit-Koordinaten selbst
mitvariiert werden. Es gilt

IxP
S(QAM)= 3/ (x) — 3,41 (x) = g—xvapA”‘(x’) — QA (x). (13.75)
x
Nun ist bis auf Gréflen von der Ordnung 0(8 5?)
IxP
U YR S Y (13.76)
dx 4

wovon man sich leicht dadurch iiberzeugt, daf§ dieser Ausdruck bis auf Groflen der Ordnung (8 7?)
die Identitit
dxP dx”

—_— = 1.3.77
dx"” Ix° g ( )

erfiillt. Verwenden wir also (1.3.74) und (1.3.76) in (1.3.75), finden wir schliefSlich
8(A") =87 {9, THAx)] - [, (x)](,4)} . (1.3.78)

Wir bendtigen nun noch die Variation des Vierervolumenelements
4 4 dx’ 4
Sd'x =d"x’ —d*x = | det a0 —1|d"x. (1.3.79)
x

Dazu denken wir uns die Determinante in Form der Matrixelemente hingeschrieben. Es ist klar, daf$
bis auf Gréflen der Ordnung 0(8 n?) nur das Produkt der Diagonalelemente beitrigt. Es folgt schlief3-
lich
4 1 _ a 4
Sdtx' = 813, tid*x. (1.3.80)
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Unter Verwendung von (1.3.76} [1.3.78 und [1.3.80) finden wir schliefflich nach einigen elementaren
Umformungen und partiellen Integrationen, wobei wir annehmen, daf§ der Integrand fiir x — oo
hinreichend schnell verschwindet, fiir die Variation der Wirkung

% ¥ ¥
8S=1 d*x8n* -3 T + 3 AP —LS |t} 1.3.81
g T {[M VawvA#)] o V[MAP) g ~] tﬂ} (1381

Da die 87* voraussetzungsgemify voneinander unabhingig sind, muff das Integral fiir jedes a ver-
schwinden, wenn eine Symmetrie vorliegen soll, und zwar unabhingig vom Feld A#, und das bedeutet,
dafl der Ausdruck in der geschweiften Klammer als Viererdivergenz eines Stromes j, zu schreiben sein
muf3:

2% 2% 2%
-9 TH 48, | 0,47 28" | 14 =3,j°. 1.3.82
5 -2 ¢ g | w=an oo

Fiihren wir die Variationsableitung der Wirkung vermoge

bS 0% , 0% .
SA* T 9AF TV 3(9,AM) (13.83)

ein, sehen wir, dafl nach Ausfithrung der Ableitung d, (1.3.82) in der Form

55 i
m(Tﬂfu — tf) = av]ﬂ (1.3.84)

geschrieben werden kann.
Da sich nun weiter die Feldgleichungen gerade aus der Stationaritit des Wirkungsfunktionals unter
Variation der A¥ ergeben, d.h. dem Verschwinden der Variationsableitung (1.3.83), folgt sofort, dafl
fir Losungen der Feldgleichungen

g’ =0 (1.3.85)
gilt. Dies ist der Inhalt des Noether-Theorems [Noe18]:

Zu jeder Einpararameteruntergruppe einer Liegruppendarstellung auf den Feldern und Raumzeitkoordi-
naten, bzgl. der die Wirkung invariant bleibt, existiert ein erhaltener Strom.

Betrachten wir als einfachsten Fall die Translationen von Raum und Zeit. Es ist
X' =xt—8pt = tH(x)=—8H = const,
a a

At (xy=AM(x) = TH =0. (1.3.86)

Verwenden wir also (1.3.83), ergeben die Noetherstréme den kanonischen Energie-Impulstensor]

ayv a‘g a ay
0 :a(aAP)a AP — L g™ (1.3.87)
Da zu a = 0 die Zeittranslationen gehdren, ist also
oY = a(gjp)aoAP — 8% (1.3.88)

®Wir weichen hier ausnahmsweise von der iiblichen Konvention, wonach Vierertensorkomponentenindizes durch grie-
chische Buchstaben bezeichnet werden, um weiterhin die Noetherstrome mit 4 durchzunumerieren, wihrend die Kompo-
nenten jedes Noetherstroms mit griechischen Indizes v bezeichnet werden.
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der Viererenergiestromdichtevektor, und analog zur Argumentation im Anschluf§ an (1.3.4) ist die
erhaltene Grofle

H= dPxe® :J

%
&£x [—QOAP—.Z] (1.3.89)
R’ R’

2(3,A7)

die Energie des elektromagnetischen Feldes (gemessen in dem gerade betrachteten Inertialsystem).
Entsprechend sind die rdumlichen Komponenten des Impulses des elektromagnetischen Feldes

. . ¥
= | Pxef=| Pr——3°4°. 1.3.90
? R? * R3 ¥ a(aiAP) ( )

Fiihren wir nun aber die Ableitungen in (1.3.87) konkret aus, erhalten wir unter Zugrundelegung der
eichinvarianten freien Lagrangedichte (1.3.64) den nicht eichinvarianten Ausdruck

1
av __ a 2 ay o
O = (AP, + g Fy, P (1.3.91)

Es ist also zum einen zu fragen, ob die durch (1.3.89}1.3.90) gegebenen Ausdriicke fiir Feldenergie und

-impuls eichinvariant sind, zum anderen, wie wir eichinvariante und also physikalische Energie- und
Impulsdichten formulieren konnen.

Nun sind die Noetherstrome durch die Symmetrietransformation keinesfalls eindeutig bestimmt. Man
kann niamlich offenbar immer vermoge

=4 e, (1.3.92)

einen neuen Noetherstrom definieren, wobei die w, beliebige antisymmetrische Tensorfelder bezeich-
nen. Es ist klar, daf} die ;/ dieselben Eigenschaften besitzen wie die 7,: Sie sind wegen der Antisymme-
trie der w, beide erhalten und definieren dieselben erhaltenen Grofen

L@ P2dw® =0, (1.3.93)

denn wegen der Antisymmetrie steht unter dem Integral eine reine Dreierdivergenz, und die w, miis-
sen freilich wie die j, hinreichen schnell im Unendlichen abfallen.
Wir suchen nun also einen Tensor

T =0"+3d,0"", (1.3.94)

wobei c*? antisymmetrisch unter Vertauschung der Indizes v und p sein soll, so daf§ 74" eichinvariant
ist. Setzen wir
W™ = ATFP, (1.3.95)

finden wir schliefllich, daff fiir die Losungen der Feldgleichungen J,F** = 0 gemif} (1.3.68) der
Tensor .
To=EfEp+ 2, F g, (13.96)

all unsere Forderungen erfillt. Mit Hilfe von (1.3.23) finden wir fiir die Energiedichte und den Impuls-
strom in der Tat die bekannten Ausdriicke des Dreierformalismusses

1 -, -, - . — -
e:TOO:E(E2+B2), §=> &TY =E xB, (1.3.97)

J=1
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wobei S der aus der klassischen Elektrodynamik bekannte Poyntingvektor ist.

In der Tat konnen wir auch im Dreierformalismus leicht den Energiesatz nachweisen. Leiten wir dazu
die Energiedichte nach der Zeit ab:

d,e=EJE+BJ,B (1.3.98)

und ersetzen die Zeitableitungen der Felder mit Hilfe der freien Maxwellgleichungen (also p = 0 und

F=oin 120133

Nun rechnen wir aber leicht nach, daf$

Qte:Erotg—ErotE. (1.3.99)

divS'=3,(¢/* E*B') = /*! [(8,E*)B' + E*3;B'] = Brot E — E rot B. (1.3.100)

Addieren wir also (1.3.99) und (1.3.100) finden wir also in der Tat die vom Noethertheorem erwartete
lokale Erhaltung der Feldenergie

d,e+divS=o0. (1.3.101)

Dies ist gerade der aus der klassischen Elektrodynamik bekannte Poyntingsche Satz.

Wenden wir uns nun den Lorentztransformationen, als deren erzeugende Einparametergruppen die
Boosts und Drehungen gewihlt werden konnen, zu. Wir erwarten also die Herleitung der Drehim-
pulserhaltung und des Satzes iiber die Gleichformigkeit der Schwerpunktsbewegung des freien elektro-
magnetischen Feldes.

Zunichst ermitteln wir die infinitesimalen Lorentztransformationen:
1
b
é‘x”:—g&y”’ th, =&nk x, (1.3.102)

wobei das zusdtzliche Minuszeichen aus konventionellen Griinden gewihlt wurde. Aus dieser ent-
wickeln wir fiir

A, =8E+8n, (1.3.103)
die Bedingung (1.1.13) bis zur ersten Ordnung in den &'7. Daraus folgt die Antisymmetrie der 87:
SN = 8us 01 = =87, (1.3.104)

Es ergeben sich also insgesamt sechs unabhingige Parameter, entsprechend den infinitesimalen Erzeu-
gern fiir Boosts und Drehungen. Damit finden wir schliefilich

th =x,8) —x,8%. (1.3.105)

Das elektromagnetische Potential transformiert sich als Vektorfeld:
1
ab v
SAH(x) = 5877 Th =ont A, (1.3.106)

d.h.
TH, =81A, =8, A,. (1.3.107)

Damit finden wir fiir die Noetherstrome vermoge (1.3.82) mit dem kanonischen Energie-Impulstensor
(1.3.87) fiir 7,,“
a

\Z

jabv = xzz(av@lav) - xb(gv@av) + (ngav)Ab - (avav)Aa

1.3.108
:gv (xava—beﬂv-i-Fava—Fthﬂ>. ( )
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Der kanonische Viererdrehimpulsstromdichtetensor ist also durch
].abV:xava_Gavxb _Aanv"i_AbFﬂv (13109)

gegeben. Wieder erweist sich dieser Ausdruck als nicht eichinvariant. Wir kdnnen aber wieder eine
beliebige Divergenz hinzufiigen, um den eichinvarianten Viererdrehimpulsstromdichtetensor zu er-
halten, dessen rein raumliche Komponenten auch der naiven Definition einer Drehimpulsdichte fiihrt:

]ab[u :jab/u_ngab#V:xaTbv_beav’ (1.3.110)
wobei T,” der symmetrische Energie-Impulstensor (1.3.96) ist. Es gilt
w, " =x, 0, —xp 0,1, (1.3.111)

wobei wir uns bedient haben.

Hinsichtlich der mit den Lorentztransformationen verkniipften Erhaltungsgrofien missen wir gemaf3
der allgemeinen Regel nur J ,° iiber den gesamten Raum integrieren. Die rein riumlichen Kompo-
nenten konnen wir mittels des dreidimensionalen Levi-Civitasymbols umkehrbar eindeutig auf den
Drehimpulsdreiervektor

e 1 —
]ZEe_’CG"bCJ d%?]ﬂbO:J d392’<92’>< S> (1.3.112)
R R’

abbilden, wobei wir die in angegebene Beziehung zwischen dem Poyntingvektor und dem
symmetrischen Energie-Impulstensor verwendet haben. In der Tat erweist sich als das intuitiv
zu erwartende Resultat, wenn man bedenkt, dafl S die Impulsdichte des elektromagnetischen Feldes
darstellt.

Die drei zu den Boosts gehorigen Erhaltungssitze miissen nun dem Schwerpunktssatz der Mechanik
entsprechen. In der Tat besagt hier das Noethertheorem

f:j d$Pxe, 700 = zf d3£§—f d’¥%e = const. (1.3.113)
R’ R} R’
Formen wir diese Gleichung noch ein wenig um und dividieren durch die Gesamtfeldenergie
g’:J d’%e, (1.3.114)
R3
folgt
—! 1 3 - P
(x) === d’XXe=t—+const. (1.3.115)
€ & R3 &
Dabei ist der Gesamtimpuls des Feldes
P=| &55, (1.3.116)
R3

und besagt, dafl sich das mit der Feldenergiedichte gewichtete Mittel des Ortes (analog zum
Schwerpunkt in der Mechanik) mit der konstanten Geschwindigkeit

(1.3.117)

bewegt.
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1.3.7 Hamiltonsche Formulierung

Wie in der klassischen Punktmechanik kdnnen wir auch in der Feldtheorie zur Hamiltonschen Formu-
lierung des Prinzips der kleinsten Wirkung tibergehen. Dies wird uns zum einen eine Formulierung
der Felddynamik mit Hilfe von Poissonklammern ermdglichen und zum anderen das heuristische
Hilfsmittel der ,kanonischen Quantisierung” an die Hand geben.

Wir werden allerdings sogleich sehen, dafl uns der Fall des elektromagnetischen Feldes aufgrund der
Eichinvarianz Probleme bereitet. Betrachten wir nimlich wieder die Lagrangedichte des freien
elektromagnetischen Feldes, erhalten wir fiir die kanonisch konjugierten Feldimpulse

%

II# .=
a(aoA,u)

=FH, (1.3.118)

also I1° = 0. Ein Ausweg ist, die Lagrangedichte durch einen sog. Eichfixierungsterm abzuwandeln
und zugleich eine Zwangsbedingung einzufiihren, die die dazugehorige Eichung definiert. Wir wihlen
hier die Lorenz-Eichbedingung (1.3.32). Wir kénnen dann als Lagrangedichte und Zwangsbedingung

1 A
— v 2 —
== F P = 2O, G,4" =0 (13.119)
setzen. Dann lauten die kanonisch konjugierten Feldimpulse
I’ = —A9,Ak = —J(A°+VA), M=¢,F™=-A-VA (1.3.120)

Hierbei haben wir uns wieder der Dreiervektorschreibweise bedient, da im Hamiltonformalismus die
kovariante Schreibweise nicht unbedingt vorteilhaft ist. Die Hamiltondichte wird dann definiert zu

T2
N II o P 2o
E(H) -I-?—H VA+IIVA® +

Die Lorenz-Eichbedingung ist im Hamiltonformalismus einfach durch

1 o
(V x A (1.3.121)

H=TFQA, ~ £ =~ 5

°=0 (1.3.122)

gegeben. Betrachten wir nun die Wirkung in der Hamiltonschen Form und bilden deren Variation,
wobei wir die IT° und A” als unabhingig voneinander zu variierende Gréfen annehmen, so ergibt sich

S= f d*x(II* A, — £),

Ss—f(yt st (A -2\ _sun (1 o 07, 2K (1.3.123)
= X H_W - 7 B(VAH)+(9AH .

Die Hamiltonschen Kanonischen Gleichungen nehmen also die Form

LG
N anp’
S (1.3.124)
[+ =v -
dVA, A,
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Fiihren wir die Ableitungen fiir die Hamiltondichte (1.3.121) aus, erhalten wir in der Tat die Max-
wellgleichungen fiir den ladungs- und stromfreien Fall (unter Berticksichtigung der Nebenbedingung
(1.3.122):

— divii = 0,

= V(VA) = AA=V x (V x A),
R (1.3.125)
A° = - —VA=-VA,

z‘i’: —ﬁ—VAO.

Dies sind in der Tat die Maxwellgleichungen in etwas ungewohnter Schreibweise. In der Tat ergibt die
letzte Gleichung

H=-A-VA°=E. (1.3.126)

Zusammen mit B =V x A folgen dann aus der ersten und zweiten Zeile in (1.3.125) die beiden Max-
wellgleichungen fiir verschwindende Ladungs- und Stromdichte:

VxB-—E=0, divE=0. (1.3.127)

Die verbliebene Gleichung ergibt wieder die Lorenz-Eichbedingung (1.3.32). Die anderen beiden (ho-
mogenen) Maxwellgleichungen sind bereits durch die Darstellung der elektrischen und magnetischen
Feldstirke durch die Potentiale A° und A gesichert. Wie zu erwarten, ergibt also der Hamiltonforma-
lismus dieselben Bewegungsgleichungen wie der Lagrangeformalismus.

Wie wir bereits aus Abschnitt wissen, besteht auch nach Eichfixierung durch die Lorenzbedin-
gung noch eine restringierte Elchfrelhelt wir kénnen das Viererpotential durch A/ =A,+ J ) mit
einem beliebigen y, das die Wellenglelchung Oy = 0 erfiillt ersetzen, ohne daf} 51ch an den phy51ka-
lisch beobachtbaren Feldern E und B etwas indert und ohne die Lorenzbedmgung zu verletzen. Die
Feldgleichungen mit Quellen erlauben jedoch nicht die Einfithrung einer weiteren Eichbedingung, wie
wir bereits in Abschnitt[1.3.4]betont haben. Fiir die Quantisierung einer Theorie, die Wechselwirkun-
gen zwischen dem elektromagnetischen Feld und geladenen Teilchen beschreiben soll, diirfen wir also
die Eichung nicht weiter einschrinken.

Den Fall des freien elektromagnetischen Feldes haben wir bereits in Abschnitt behandelt. Selbst-
verstandlich fithren nimlich die Hamiltonschen kanonischen Gleichungen nach Eliminie-
rung der IT# wieder auf die quellenfreien Wellengleichungen mit j# =0.

1.3.8 Kanonischer Feldformalismus mit Poisson-Klammern

Wir kénnen nun die kanonisch formulierte Feldtheorie des vorigen Abschnitts auch mit Hilfe von
Poissonklammern formulieren. Betrachten wir dazu irgendwelche dynamischen Variablen der Form

X(t)= j &P (I, AF VAH). (1.3.128)
Deren Variation 1st
ox ox R
SX(t)= | x| ST+ — + SA# — 1.3.129
=] [ " <8A# Vf?(vmﬂ’ (1129
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wobei wir wieder unter Annahme hinreichend schnellen Verschwindens des Integranden im raumlich
Unendlichen partiell integriert haben.

Definieren wir nun Variationsableitungen im Sinne dieses Dreierformalismusses als die Koeffizienten
von 8 TI# und 8 A, also

85X (t) Jx 85X (t) Ix Ix
= , = -V , (1.3.130)
SUH(t,x) IJIM*  SAH(t,x) JA* d(VA*)

konnen wir, wieder in enger Analogie zum Fall von endlich vielen Freiheitsgraden, die Poissonklam-
mer fiir zwei dynamische Variablen

(X,v},=| &Pz O X 0¥ _ 95¥ 0,X (1.3.131)
»7opb SAM ST,  SA*SII, o

einfiihren. Es ist klar, dafy wir auch Poissonklammern lokaler Felder mit gleichen Zeitargumenten
bilden kénnen, z.B.

{AH (6, 3),4"(t, )}, =0,

{48 (6, ), 10 (6,9}, = g 8% =), (1.3.132)

{H”(t,i’),nv(z,j’)}pb =0.
Dabei haben wir z.B. folgende formale Ableitungsregel benutzt
83AH(t,X)
SA'(¢,9)

Die Zeitableitung sowohl von lokalen Feldgrofien als auch Raumintegralen tiber solche Groflen, z.B.
X gem. Gl. (1.3.128), ergibt sich dann als Poissonklammer mit der Hamiltonfunktion

A“(t,i’):Jd3)7A“(t,;7')é‘(3)(f— 7) = = 8HEON(E - ). (1.3.133)

H(t)= f &P (x) (1.3.134)
gemif}
dx
- = {X,H}. (1.3.135)

Ganz analog wie in der klassischen Mechanik (vgl. z.B. [[Hee08]) kann man nun kanonische Trans-
formationen behandeln und Symmetrietransformationen betrachten. Wir begniigen uns hier mit der
Bemerkung, daff ein erzeugendes Funktional fiir eine Symmetransformation, die nicht explizit von der
Zeit abhingt mit dem Hamiltonfunktional vertauscht und umgekehrt jedes mit dem Hamiltonfunk-
tional vertauschende Funktional, eine Symmetrietransformation erzeugt.

1.4 Kanonische Feldquantisierung

In diesem Abschnitt betrachten wir die sogenannte kanonische Feldquantisierung fiir freie Felder. Es
ist zu beachten, daf$ die kanonische Quantisierung lediglich als heuristisches Hilfsmittel angesehen wer-
den kann, um zu einer Quantenfeldtheorie zu gelangen. Aus der nichtrelativistischen Quantentheorie
wissen wir, daf§ die Quantisierung des Schrodingerfeldes zu einer im Fockraum variabler Teilchenzahl
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formulierten Vielteilchentheorie fithrt. Wir erwarten eine entsprechende Interpretationsmoglichkeit
freilich auch fiir die relativistische Theorie. Wir werden die kanonische Quantisierung lediglich fiir die
einfachsten Fille des skalaren Klein-Gordon Feldes und des elektromagnetischen Feldes besprechen.
Dabei werden wir bemerken, daf$ nur die bosonische Quantisierungsvorschrift zu einer lokalen und
kausalen Quantenfeldtheorie mit positiv semidefinietem Hamiltonoperator fithrt. Wie wir im nich-
sten Abschnitt sehen werden, wo wir uns vermoge der Darstellungstheorie der Poincarégruppe eine
formale Technik erarbeiten, alle tiberhaupt physikalisch sinnvollen Realisierungen lokaler und kausa-
ler relativistischer Quantenfeldtheorien fiir freie Teilchen mit stabilem Grundzustand zu gewinnen,
ist dies ein Spezialfall des allgemeinen Spin-Statistik-Theorems, das wir dort auch beweisen werden:
Teilchen mit ganzzahligem Spin sind notwendig Bosonen, solche mit halbzahligem Spin Fermionen.

1.4.1 Quantisierung des freien Klein-Gordon Feldes

Wir betrachten der Einfachheit halber zunichst freie skalare Teilchen, die wir durch ein komplexes
(sogleich noch zu quantisierendes) Lorentzskalarfeld ¢(x) beschreiben wollen. Die klassische Lagran-
gedichte sollte ein quadratisches Funktional in ¢ und J, ¢ sein. Auferdem sollte es ein reeller Lorentz-
skalar sein. Das ergibt die folgende Form

&L =(9,4") b —m*$*. (1.4.1)

Als komplexes Feld beeinhaltet ¢ zwei reelle Feldfreiheitsgrade, die im Hamiltonschen Prinzip unab-
hingig voneinder variiert werden kénnen. Dazu dquivalent ist die unabhingige Variation von ¢ und
@*. Die Variation der Wirkung nach ¢ und ¢* liefert die Euler-Lagrange-Gleichungen

% P % _o % 3 % _o (1.42)
I¢ 19 T ¢ MIGe) h
Das ergibt die Klein-Gordon-Gleichungen
@O+ m?)p(x)=0, (O+m?)P*(x)=0. (1.4.3)

Die Quantisierung erfolgt nun, indem man zunichst zur Hamiltonschen Formulierung der klassischen
Theorie tibergeht und dann die kanonischen Poissonklammerrelationen zu gleichen Zeiten

{6, D1, 7)} = {6, DI (1, , = SO ~7) (1.4.4)

bildet, wihrend die {ibrigen moglichen Poissonklammerkombinationen von Feldern verschwinden, in
Postulate fiir Kommutatorrelationen fiir die Feldoperatoren uminterpretiert:

[$(6,2),1(t, )] = [$'(2, %), I (2,5)] =18(Z ),
(66,210 (2,5)] = [$(2, D), ¢(1,)] = [z, ), (2, )] =0, (1.45)
[6(2,%),¢(2,)] = [I(e, ), 1(z,7)] =0.

Die kanonischen Feldimpulse lauten

¥ .+ ;
dé 24"
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Die Hamiltondichte ergibt sich aus der 00-Komponente des kanonischen Energie-Impulstensors. Ana-
log wie bei der entsprechenden Herleitung fiir das elektromagnetische Feld in Abschnitt finden

WIr

A=+ I — £ =TI+ (Vo) (V) + m?éTd, (1.4.7)

wobei wir scheinbar zunichst nicht auf Operatorordnungsprobleme stoflen.

Die Bewegungsgleichungen fiir die Operatoren im Heisenbergbild der Zeitentwicklung postulieren
wir nun ebenfalls in Analogie zu den klassischen Gleichungen iiber die Korrespondenz zwischen Pois-
sonklammern und Kommutatoren. Der Hamiltonoperator ist durch

H(t)= f &P (L, %) (1.4.8)

gegeben, und die kanonischen Kommutatorregeln (1.4.5) ergeben dann nach einigen einfachen Umfor-
mungen die Bewegungsgleichungen fiir Felder und kanonisch konjugierte Feldimpulse

b)= : (B H@] = 1(0),

() = = [$(0) H(D)] = A (v) — 74,

| i (1.4.9)
$'(x)=- [¢'(x)LHW)] =1(x),
1) = £ [$1(0)H(0)] = 2b(x) 2,

Setzen wir die letzte Gleichung in die Zeitableitung der ersten Gleichung ein, erhalten wir fiir den
Feldoperator die Klein-Gordon-Gleichung

@+ m*)b(x)=0. (1.4.10)

Diese Gleichung kénnen wir durch einen Fourieransatz 16sen. Wir bestimmen dazu zunichst die Feld-
moden. Der Ansatz

d(x) =a(p)exp(~ipx) (1.4.11)
ergibt die Dispersionsrelation
pr=m?, (1.4.12)

was uns einen ersten Hinweis fiir die Teilcheninterpretation liefert, entspricht doch die ,on-shell-
Bedingung® (1.4.12) gerade der Energie-Impulsbezichung eines klassischen Teilchens. Allerdings er-
gibt sich nun scheinbar ein Problem, denn (1.4.12) liefert formal zwei Losungen fiir die Energie des

Teilchens, nimlich
PP=%y/ P+ m’ =+E;. (1.4.13)

Andererseits sollten aber Teilchen nur positive Energien besitzen. Gibe es Teilchen negativer Energie,
gibe es namlich keinen stabilen Grundzustand, kénnte man doch durch Produktion beliebig vieler
Teilchen negativer Energie die Gesamtenergie des Systems beliebig klein machen.

Diese Probleme stellen sich auf formaler Ebene einer Einteilchen-Wellenmechanik in Analogie zur
Schrodingergleichung in der nichtrelativistischen Quantentheorie entgegen. Auf der Ebene der Feld-
quantisierung, also der Vielteilchentheorie, [iflt sich das Problem allerdings sehr einfach [6sen, nimlich
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indem man die Mode mit negativem p° mit einem Erzeugungsoperator fiir ein Teilchen positiver Ener-
gie multipliziert. Um die Lorentzinvarianz der entstehenden Ausdriicke zu erhalten, denkt man sich
zusitzlich dessen Impuls umgekehrt. Definieren wir nun die Impuls-Feldmoden

1 - .o
uz(x)= ﬁexp[—iE(p)t +ip - x], (1.4.14)
(27)°2E(p)

konnen wir fiir die Losung der operatorwertingen Klein-Gordon-Gleichung (1.4.10)

:JR3 & 5 [a(F)up(x) + b (F)u(x)] (1.4.15)

schreiben. Zur Wahl der Normierungskonstanten fiir die Modenfunktionen in (1.4.14) bemerken wir,
daf§

uz(x) 0, ny(x)=-— —[E(p) — E(]exp{—it[E(p) + E(] +i¥(p + )}
@r) \4E(PIE()
- ; (1.4.16)
uy(x) o y(x)=—— ———[E(p)+E()] exp {—it [E(p) + E(§)] +i¥(p + )}
(27) W/ 4E(P)E(q)
und folglich

iﬁw &%uz(x) 9, u,i(x):ifR &P A )3, ui{x)=0, ifw d3fu;§(x) 9, uz{x)=8%(p - ).
(1.4.17)
Daraus folgt wegen (1.4.15)

o) =i | P00 T 800
b= [ ) T 4

(1.4.18)

Man beachte insbesondere, dafl diese Ausdriicke in der Tat zeitunabhingig sind. Wir finden die Kom-
mutatorrelationen fiir die a und b, indem wir diese vermoge ausdriicken und die kanonischen
Kommutatorrelationen sowie die Beziehungen verwenden. Dabei sind die beiden Zeitar-
gumente der Felder gleichzusetzen. Es ergeben sich daraus die Kommutatorrelationen

[a(7).a@] = [b(?)b(@)] = [aP)b' @] =0,
[a(7),a"(D)] = [b(7)b(§)] = 8°F - ).
Wir kénnen nun den Hamiltonoperator mit Hilfe der a- und b-Operatoren berechnen, indem wir die

Modenentwicklung (1.4.15) in (1.4.8) mit der Hamiltondichte (1.4.7) einsetzen. Nach einigen elemen-

taren Umformungen ergibt sich

(1.4.19)

H=| &'7E;[a"(7)a(p)+b(F)b ()] (1.4.20)

R3
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Betrachten wir nun einen beliebigen Energieeigenzustand |E) und den Zustand a(p) |E). Daraus ergibt
sich mit Hilfe der Vertauschungsrelationen (1.4.19)

[H.a(p)] =—Eza(p), [H,b(p)] =—Ezb(p),

. . R . (1.4.21)
[H,a'(7)] = Ezal(p), [H,b'(7)] =E;b(p).
Fiir einen beliebigen Energieeigenvektor |E) des Systems folgt also z.B.
Ha(7)|E) = {[H,a(7)] +a(p)H} |E) = (E — Ep)a(p) |E), (1.4.22)

d.h. a(p)|E) ist entweder Eigenvektor zum Eigenwert E — E 5 oder der Nullvektor. Entsprechendes
folgt fiir b(p)|E).

Wir postulieren nun, daff H nach unten beschrinkt ist, also die Existenz eines Energieeigenzustandes
minimaler Energie existiert, den wir mit [{2) bezeichnen wollen. Da £ = 4/ m? + p? > m >0 muf}

a(p)|) =b(p)|) =0 (1.4.23)

sein, weil andernfalls die Vektoren Eigenvektoren zum um E; niedrigeren Energieeigenwert wiren.

Es ergibt sich nun jedoch ein Problem mit der Grundzustandsenergie, denn es ist

Eq = (QH|Q) = JOPPE(

(75 +b(F)b' ()] 2)

(1.4.24)
= | &FE; (Q]b(p)b(
o CPE (2[pE )] ).
Nun ist wegen und
(sz ‘b( ﬁ)b*(q*)‘ Q> < ( £).b(3)] ‘Q> G5 — ). (1.4.25)
Der Ausdruck in ( ist also nicht wohldefiniert. Andererseits ist wegen (1.4.19)
b(7)b(§) = 8§ - §)+ b (§)b(F), (1.4.26)
d.h. man darf erwarten, dafl der Operator
H'=| &7E; [a'(7)a()+b (F)b(F)] (14.27)

R3

sich von H nur um einen Ausdruck o< 1 unterscheidet und daher dieselben Kommutatoreigenschaften
mit den Feldoperatoren wie H ergibt. Dies 1af3t sich in der Tat mit Hilfe der Modenentwick-
lung nachrechnen. Physikalisch sind unter Absehung der Gravitation ohnehin nur Energiedifferenzen
mefibar. Wir haben es hier mit einem ersten Beispiel einer Renormierung zu tun, nimlich der Renor-
mierung der Grundzustandsenergie. Es ist nimlich

E,=(Q[H'|Q) =0, (1.4.28)

und es erscheint natiirlich, die Grundzustandesenergie O zu setzen. Im folgenden lassen wir den Strich

bei H wieder weg und definieren H durch (1.4.27).
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Da weiter solche Operatorordnungsprobleme noch 6fter auftreten werden, fiihrt man die Normal-
ordnung von Produkten von Feldoperatoren ein: Bei einer Modenentwicklung eines Feldoperator-
produkts werden einfach alle Erzeugungsoperatoren ganz nach links und alle Vernichtungsoperatoren
ganz nach rechts gebracht. Dies wird dadurch notiert, dafy man den fraglichen Ausdruck in Doppel-
punkte einschliefSt. Damit kdnnen wir unseren umdefinierten Hamiltonoperator mit Hilfe der Feld-
operatoren in der Form

H= J &3 A(x): (1.4.29)

schreiben, wobei der Energiedichteoperator # durch (1.4.7) definiert ist.

In Analogie zum harmonischen Oszillator ist dann klar, daf der gesamte Hilbertraum unseres durch
die Feldoperatoren beschriebenen quantenmechanischen Systems durch die verallgemeinerten Ener-
gieeigenvektoren

(@ 51y -5(a 5,55y By (b, B)) = [ [a'(5)b7(5;1)1€2) (1.4.30)

j=1
beschreiben lassen. Diese Vektoren sind simultane Eigenvektoren der hermiteschen Operatoren

n(F)=a'(F)ap), ny(5)=b"(Fb(F), (14:31)
und wir kdnnen den Hamiltonoperator gemif} in der Form

H= JRS PF E5 [n,(F)+0y(B)] (1.4.32)

schreiben. Dies suggeriert, daf} wir die n_ () und n,(p) als Teilchenzahlimpulsdichteoperatoren auf-
fassen kénnen. Dann sind a(p) und b(p) Vernichtungsoperatoren fiir Teilchen der Sorten « und 4 und
entsprechend deren Adjungierten die dazugehorigen Erzeugungsoperatoren. Entsprechend folgt aus
den Kommutatorregeln (1.4.19), daf} die Einteilchenvektoren die Normierung

(a,ﬁla,;?):(b,ﬁlb,ﬁ/>:3(3)(ﬁ—ﬁ/) (1.4.33)
besitzen.
Wir werden im folgenden sehen, daf} diese Annahme gerechtfertigt ist, indem wir zeigen, daff sie kon-
sistent mit den {ibrigen additiven Erhaltungsgrofien wie Impuls und Drehimpuls ist. Wir werden auch
zeigen, dafl wir notwendig die Feldmoden mit sowohl positiven als auch negativen Frequenzen in der
Modenentwicklung berticksichtigen miissen, wenn wir verlangen, daf§ die Poincarégruppe auf
die Feldoperatoren in derselben Weise wirkt wie auf klassische Felder, d.h. daf§ die Feldoperatoren sich
im Sinne lokaler Felder transformieren. Zur Ausfiihrung dieses Programms miissen wir zunichst den
Lagrangedichteoperator im Sinne des Noethertheorems analysieren, um Feldoperatorausdriicke fiir
die Liealgebra der Poincarégruppe, also fiir den Gesamtimpuls P als Generatoren fiir die riumlichen
Translationen, den Gesamtdrehimpuls J als Generatoren fiir die Drehungen und die Schwerpunkts-
operatoren K als Generatoren fiir die Boosts, zu erhalten.

Beginnen wir also mit den Translationen. In der Notation von Abschnitt lautet das Transforma-
tionsgesetz

X' =x—8a, $'()=d(x)=d(x'+8a) (1.4.34)
und fiir ¢ entsprechend d.h. in der Form geschrieben
th = é\f’ T,=0. (1.4.35)
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Daraus ergibt sich fiir den kanonischen Energie-Impulstensor-Operator der Ansatz

¥ A
QM = —— 9%+ bl — ot 1.4.36
2.6 ¢ XS, ¢' -2 (1.4.36)

wobei wir statt « jetzt entsprechend unserer Konvention fiir Lorentzindezes a schreiben Die Operato-
ren fiir die Impulsdichten sind demnach durch

. T . _ T .

(P =07 = < ‘T? ¢ ¢_,¢ ; > : (1.4.37)
—$ Vio— (V)

gegeben. Dabei haben wir fiir die Energiedichte im riumlichen Integral fiir die Energie partiell inte-

griert und von der Klein-Gordongleichung (1.4.10) Gebrauch gemacht. Setzen wir in diesen Ausdruck
die Modenentwicklung (1.4.15) ein, finden wir nach einigen elementaren Umformungen

P# = . d3]; P [nﬂ(]-;)'l'n;,(]_)))] P°=E;> (1.4.38)

wobei wir die Impulsdichteoperatoren fiir a- und b-Teilchen (1.4.31) verwendet haben. Insbesondere
gilt P° = H, wie es sein mufl. Wir miissen nun noch iiberpriifen, ob diese Operatoren tatsichlich
Raumzeittranslationen generieren, d.h. es sollte gelten

cl)/(x) =exp(iP - a)(x) exp(—iP - a) = d(x + a). (1.4.39)

Betrachten wir dazu infinitesimale Translationen um &84, dann lautet die vorige Gleichung bis zur
ersten Ordnung in &a:

—i8a* [ $(x),P,, ] = da*d,d(x). (1.4.40)

Da dies fiir alle $a# zutrifft, bedeutet dies, dafl die Kommutatorrelation

[6(x),P,] =i9,d(x) (1.4.41)

gelten mufl. Fiir Py, = H haben wir dies oben bei der Herleitung der kanonischen Bewegungsglei-
chungen schon gezeigt. Wir konnen dies aber auch mit der (1.4.38) durch Erzeugungs- und Vernich-
tungsoperatoren ausgedriickten Gestalt fiir P, nachweisen. Dazu benétigen wir zunichst die Kom-

mutatoren der Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren mit dem Feldoperator. Setzen wir die Mo-
denentwicklung (1.4.15) ein, finden wir mit Hilfe der Kommutatorrelationen (1.4.19) nach einfacher
Rechnung

[$(x).a(p)] = [$(x),b(p)] =0,
[6(x),a"(p)] = exp(—ipx)l o, (14.42)

P

[6(0)b(p)] = — explip)l s -
Daraus folgt fiir die Kommutatoren mit den Impulsraumdichteoperatoren (1.4.31)

(4000, ()] = alF)expl=ipx)lo_s,

1.4.43
(6004 ()] = ~b'(F)explip)] s, 48
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und daraus schliefilich durch Einsetzen von (1.4.38) die Bezichung (1.4.41), d.h. P , erzeugt tatsichlich
raumzeitliche Translationen.

Wenden wir uns nun den Lorentztransformationen zu. Fiir Skalarfelder gilt

1
() =d(x), x'“=x"+ Sw”ﬁxﬁ =x— 58@“'6 t:ﬁ (1.4.44)
mit
z;‘lg:xaag—xﬂsg. (1.4.45)

Gemif} (1.3.82) erhalten wir unter Verwendung der Symmetrie des kanonischen Energie-Impulsten-
sors (1.4.36) fir die sechs Generatoren der Lorentzgruppe die Ausdriicke

Jos :jd%z’: x,Pg—x5P, (1.4.46)

wobei wir wieder die Normalordnung vorgenommen haben und die Viererimpulsdichten ein-
gefiihrt haben.

Nun erweist es sich als bequemer, zur Analyse der Lorentzgruppe den manifest kovarianten Formalis-
mus zu verlassen und die Erzeuger fiir Drehungen in Gestalt von Dreiervektor-Drehimpulsoperatoren

J und die Boosts durch Dreiervektoren K auszudriicken. Sie sind durch die rein raumlichen bzw. die
zeit-riumlichen Komponenten von J, 5 wie folgt definiert, wobei wir uns zunutze machen, daf} sie
zeitlich konstant sind und daher bei ¢ = 0 ausgewertet werden diirfen:

f:jd%z’: IxP e, (1.4.47)
I_{’:fd%?:(tgg—ﬁ@o) = tﬁ—fd%?:ﬁ@o:. (1.4.48)

Die Berechnung der Generatoren in ihrer expliziten Form durch Erzeuger und Vernichter ist etwas
komplizierter als im Falle des Impulses, mufy man doch die X zunichst mit Hilfe von Ableitungen
der Modenfunktionen nach p ausdriicken. Es ergeben sich nach einiger Algebra aber die folgenden
Relationen

«—> “—> > _)t 5
| PELux) 9, uplx)= | dXufx) 9, Vyuz(x)+ %8@(1) -9
R R . (1.4.49)
. 3oo > _ 3o T . 37
1 N d’ X% ui(x) a M];(x) =, d xuq—»(x) ) VEME(X)—HZEZ([;)S( )(P +q).

Setzt man nun in (1.4.47) die Modenentwicklung fiir die Felder ein, canceln sich aufgrund von p x ¢
die Zusatzterme oc 8°)(p £ §) auf der rechten Seite von (1.4.49) wegen p x §=£p X p = 0 weg, s0
daf§ man schliefflich

J= JRS £ [:J( PV ;a(p)+ bl (HiV 5 b( ﬁ)] X p (1.4.50)

erhilt. Auf Zhnliche Weise zeigt man

-

K=:P —j &7 [aT(ﬁ)iﬁﬁa(ﬁ)+b*(5)i€[;b(ﬁ)] E;. (1.4.51)
R3
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Freilich haben wir nun nachzuweisen, daf§ diese Operatoren tatsichlich Drehungen und Boosts erzeu-
gen. Dazu parametrisieren wir die infinitesimalen Lorentztransformationen (1.3.103) mit zwei Dreier-
vektoren &7 und 8 ¢ vermédge

0 —3771 —3772 —3’73

-8 0 Se; =S¢
St )= 1 3 2. 1.4.52
(e5) —3n, —3¢; 0 3¢ ( )

—38n;3 3% —3% 0

Die infinitesimale Lorentztransformation, angewandt auf das Klein-Gordon-Feld lautet dann in der
hier benétigten Form

¢'(x) = P(x)+ 87 (tV b+ ) + 87 (¥ x V)d(x). (1.4.53)

Die unitiren Operatoren fiir endliche Lorentztransformation sind durch

-

U(7, @) = exp(—i7- K —ig- J) (1.4.54)

gegeben. Es zeigt sich in der Tat mit Hilfe der Vertauschungsrelationen (1.4.42), daf} in der Tat fir

infinitesimale Transformationen

[ 0(x), OTK+ T | = 87V +7$) + 8 F(F x V)b(x) (1.4.55)

in Ubereinstimmung mit (1.4.53) gilt.

Damit haben wir am Beispiel des freien skalaren Klein-Gordonfeldes gezeigt, wie eine Quantenfeld-
theorie mit Feldoperatoren, die sich unter eigentlich orthochronen Poincaré-Transformationen wie
ihre klassischen Analoga lokal transformieren, wobei die Transformationen durch unitire Operato-
ren realisiert sind, wie es fiir Symmetrietransformationen sein muf3, konstruiert werden kann. Weiter
haben wir die Theorie so aufgebaut, dafl der Hamiltonoperator positiv semidefinit ist, also das Ener-
giespektrum nach unten beschrinkt ist.

Schliefllich betrachten wir noch die Symmetrie der Lagrangedichte (und damit auch der Wirkung)
unter Phaseninderungen. Offenbar dndert sich nimlich die Lagrangedichte nicht, wenn wir die Phase
des Klein-Gordon-Feldes umdefinieren, also neue Felder

¢’'(x) = exp(ia)d(x), (!)/T(x) =exp(—ia)d(x) mit a€R (1.4.56)

einfiihren. In der Schreibweise fiir das allgemeine Noether-Theorem (1.3.74) lautet die entsprechende
infinitesimale Transformation

Sx# =0, 8é=iSad, 8¢ =-i8ad’, (1.4.57)
d.h. es gilt
t(x)=0, T=ip, T'=-id'. (1.4.58)

Um den zu dieser Symmetrie gehorigen Noether-Strom zu finden, verwenden wir (1.3.82), wobei wir
hier ¢ und ¢ als voneinander unabhingige Feldfreiheitsgrade aufzufassen haben. Zunichst gilt

% %
il Nadl £ DUESS SUNFPUT S
a<i>T+(9(1)TT*_1<1> é—idbd' =0, (1.4.59)
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wobei wir die kanonischen Vertauschungsrelationen (1.4.5) verwendet haben. Weiter gilt (bis auf sin-
guldre Ausdriicke, die proportional zum Einheitsoperator sind)

2 A T_ A
"900%)  Ta@eh

Damit ist der Strom

Th=—i(@é")d +i(md)o" =7, (i&‘?’%) : (1.4.60)

i =idT T (1.4.61)

fiir die Losungen der Feldgleichungen (also der Klein-Gordon-Gleichung) erhalten. Das rechnet man

auch sofort nach, denn offenbar gilt wegen (1.4.10)
syt T(—) 2 T T _
d,j"=1¢' 0¢=im"(¢'d—$'$)=0. (1.4.62)

Setzen wir in die dazugehorige Noether-Ladung die Modenentwicklung (1.4.15) ein und beachten
zugleich die Normalordnung, erhalten wir

Q= JRa P78, %) = fw & 5n,(7)—n, (7). (1.4.63)

Wir haben also aus der Quantisierung des komplexen Klein-Gordon-Feldes eine Teilcheninterpre-
tation erreicht, die zwei Sorten Teilchen beschreibt, die beide die gleiche Masse besitzen und auch
sonst in allen Eigenschaften gleich sind. Insbesondere gilt fiir beide die Energie-Impulsbeziehung £; =

y/ m* + p*. Der einzige Unterschied ist, dafl die mit a bezeichneten Teilchen eine positive und die mit
b bezeichneten eine negative Ladungseinheit tragen. Man bezeichnet solche Paare von Teilchensorten
als Teilchen und Antiteilchen. Wir bemerken noch, daf} wir die positive Definitheit der Energie und
das entgegengesetzte Ladungsvorzeichen im Zuge der zur Renormierung der entsprechenen Groflen
benétigten Normalordnung nur durch die Quantisierung des skalaren Klein-Gordon-Feldes als Boso-
nen erreichen konnten. Hitten wir statt der kanonischen gleichzeitigen Kommutatorregeln (1.4.5), die
Bosonen charakterisieren, fermionische Antikommutatorregeln angesetzt, hitten wir umgekehrt po-
sitive Energien fiir die Teilchen (Sorte a) negative Energien fiir die Antiteilchen (Sorte ) und positive
Ladung fiir Teilchen und Antiteilchen erhalten. Diese Variante widerspricht allerdings der Stabilitit
des Systems, da dann kein Grundzustand niedrigster Energie existieren wiirde. Diese Beobachtung
ist ein Beispiel fiir das allgemein giiltige Spin-Statistik-Theorem, das wir im nichsten Abschnitt bei
der Analyse der Darstellungen der Poincaré-Gruppe genauer betrachten werden. Demnach erfordert
im Rahmen einer lokalen Quantenfeldtheorie die Mikrokausalitit, also die Vertauschbarkeit loka-
ler Observablen bei raumartigen Abstinden, und die positive Semidefinitheit des Hamiltonoperators
zwingend die Quantisierung von Feldern mit ganzzahligem Spin als Bosonen und diejenige von
Feldern mit halbzahligem Spin als Fermionen.

1.4.2 Quantisierung des freien elektromagnetischen Feldes

Wir versuchen nun, die eben durchgefiihrten Betrachtungen am Klein-Gordonfeld auf das freie elek-
tromagnetische Feld zu iibertragen. Wir konnten die klassische Theorie in Abschnitt [1.3|einfach mit
Erzeugungs und Vernichtungsoperatoren fiir die physikalischen transversalen Feldmoden gemif$ der
Fourier-Darstellung quantisieren. Diese Methode hat den Vorteil, dafy von vornherein in den
Formalismus nur die physikalischen transversalen Feldmoden eingehen. Es zeigt sich aber, daf} dies
bei der Anwendung auf die wechselwirkende Theorie zu recht unangenehmen Feynman-Regeln fiihrt
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und man mit nicht manifest kovarianten Groflen arbeiten muf$, so daff die Lorentz-Invarianz der Theo-
rie nicht explizit gegeben ist.

Andererseits konnen wir aber auch versuchen, mit dem Viererpotential zu arbeiten. Hierbei ergibt sich
nun ein Problem aus der Eichinvarianz der Elektrodynamik. Im folgenden wollen wir den manifest
kovarianten Gupta-Bleuler-Operatorformalismus [[Gup50, Ble50] besprechen, der mit einem Fock-
Raum mit indefinitem Skalarprodukt arbeitet und den Hilbert-Raum der physikalischen Zustinde
mit positiv definitem Skalarprodukt durch Nebenbedingungen aussondert. Simtliche Erwartungswer-
te physikalischer Observablen sind dann bzgl. solcher physikalischer Zustinde zu nehmen, und wir
miissen zeigen, dafl die unphysikalischen Feldmoden und Zustinde nicht zu physikalischen Aussagen
beitragen.

Gehen wir namlich zunichst von der klassischen Lagrange-Dichte aus, verschwindet wegen
(1.3.118) der kanonische Feldimpuls zu A, identisch. Gehen wir andererseits von der eichfixierten
GL. (1.3.119) aus, ergibt sich beim Ubergang von klassischen Feldern ein Widerspruch zwischen den
kanonischen Kommutatorrelationen zu gleichen Zeiten. Den Ausweg daraus haben Gupta und Bleu-
ler [Gup50, Ble50] gewiesen. Die Idee besteht darin, zunichst alle vier Komponenten des elektroma-

gnetischen Potentials beizubehalten und zu quantisieren. Dabei gehen wir von der Lagrange-Dichte
(1.3.119) aus, lassen jedoch die Lorenz-Eichbedingung zunichst ausér acht, d.h. wir setzen

1 Y /1 2
Y =——F, F*_— E(aﬂA#) : (1.4.64)

4 H

Die kanonisch konjugierten Feldimpulse sind dann

% Ad A
= — | =-( 2 “. . (1.4.65)
dA, A+ VA°

Solange wir A # 0 wihlen, kdnnen wir also, solange wir die Lorenz-Bedingung nicht voraussetzen, die
kanonischen Kommutatorrelationen zu gleichen Zeiten

[X#(2, 2),10,(¢, )] = [A#(£,%),A,(t,)] =0, [A*(t,%),11,(t,&)] =i8F 8K~ %) (1.4.66)

ansetzen, ohne in vordergriindige Widerspriiche zu geraten. Da die klassischen MaxwellFeldkompo-
nenten reell sind, nehmen wir an, daf§ die A“ (und damit auch die II#) selbstadjungierte Operato-
ren sind. Aus den ersten beiden Regeln folgt, daf3 die rein riumlichen Ableitungen der Potentiale zu
gleichen Zeiten ebenfalls simtlich kommutieren. Foglich kommutieren auch je zwei Zeitableitungen.
Die einzigen nichtverschwindenden gleichzeitigen Kommutatoren zwischen den Potentialen und ih-
ren Zeitableitungen sind also

, i

AX(t, %), Ay(t, %’ ——8E8O(R -3,

[A#(2,) o )] =—38¢80E =) (1467
[A#(2,%),A(t,7")] = —13;%3@)(5— z.

Die Bewegungsgleichungen ergeben sich aus dem Hamiltonschen Prinzip zu

DAY —(1-4)3"3,A* =o0. (1.4.68)

Uberschieben mit ), liefert
AOd,A” =0. (1.4.69)
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Fiir A # 0 erfiillt also J,A* die Wellengleichung. Daraus folgern wir, daf} in der Fourier-Entwicklung
nur Moden mit &2 = 0 vorkommen. Ohne die Lorenz-Eichbedingung haben wir aber vier unabhin-
gige Feldfreiheitsgrade, und die Entwicklung nach Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren lautet
entsprechend

3
A¥(x)= f I [aA(/e)uE(x) + a“(kw;ez(x)] . (1.4.70)
R’ A=0
Dabei verwenden wir wieder die Modenfunktionen mit m = 0. Weiter wihlen wir die ef 5 als

0
#)= - 1.4.71
mit den durch (1.3.38}{1.3.41) definierten Polarisationsvektoren der Strahlungseichung des klassischen

Feldes. Weiter set
0
()= < /3) (1.4.72)

(e5)= <é> : (1.4.73)

und schlieflich

Offenbar gilt
AN p v

gweﬁe‘/’v =gy und g¥ee, =g (1.4.74)
In dieser Konvention liegt es nahe, anzunehmen, dafl die al"? Vernichtungsoperatoren fiir physikali-
sche transversale Photonen bezeichnen, wihrend a° unphysikalische zeitartige und a®> unphysika-
lische raumartige Photonen vernichten. In der Tat zeigt man in analoger Weise wie bei den skalaren
Bosonen (Klein-Gordon-Feldern) die Kommutatorrelationen

[a*(/;'), Mk ’)] = M SOk — k). (1.4.75)

Alle anderen Kommutatoren, die aus den a* gebildet werden konnen, verschwinden. Dabei stellen wir
allerdings fest, daf} die zeitartigen Photonen ein ,falsches Vorzeichen® aufweisen. Man konnte daher
versucht sein, a° als Vernichtungs- und a° als Erzeugungsoperator zu interpretieren, aber dies fiihrt
zu einem Widerspruch mit der Zeitabhingigkeit in der Modenentwicklung (1.4.70). Entsprechend
haben wir also auch fiir die zeitartigen Photonen wie iiblich die a° als Vernichtungsoperatoren zu
interpetieren. Damit definieren wir den Vakuumzustand durch

AR =0 firalle 1€{0,1,2,3}, keR>. (1.4.76)

T

', €2) mit definierter Po-

Berechnen wir nun das Skalarprodukt von Einphotonenzustinden ‘/; , /1> =a

larisation A € {0, 1,2,3}, erhalten wir aus und
<E,/1 k', /1/> = <Q)a’1(/;)a’1/T(/gl) Q> = <Q‘ [ai(g),a’w(gl)] ‘Q>
= —g’wé\@)(/g— E’)

(1.4.77)

Dies bedeutet aber, daf§ der so konstruierte Fock-Raum mit der Sesquilinearform (-|-) nicht positiv
definit ist. Bildet man nimlich ein Wellenpaket fiir ein zeitartiges Photon

|¢,A:o):fR3d3E‘E,A>¢(E) mit JR&EW/;’)P:L (1.4.78)
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erhalten wir mit Hilfe von
(4,A=0]¢,A=0) =—1<0. (1.4.79)

Nun wissen wir aber schon, daf} zeitartige Photonen nicht physikalisch sind, d.h. wir miissen uns
nun damit beschiftigen, wie wir die Lorenz-Eichbedingung in dem Formalismus beriicksichtigen
konnen. Der Ansatz von Gupta und Bleuler ist nun, physikalische Mehrphotonenzustinde dadurch
zu charakterisieren, daf$

JHAL x)|\If ) =0 (1.4.80)

phys

ist. Dabet ist A ) der Anteil des Feldoperators mit positiven Frequenzen, d.h.

AD(x) = fRa kD) () (k)uy(x). (1.4.81)

JHA =—i| & o (k)[2%(k) — @° (k)] uz(x). (1.4.82)

Fourier-Transformation der Bedingung (1.4.80) liefert also als dquivalente Bedingung fiir die Physika-
litdt eines Vielphotonenzustandes

—0. (1.4.83)

VEeR: [ao(lg) ‘\ijhys

Fiir die folgenden Betrachtungen ist es nun bequemer, den folgenden Satz von Linearkombinationen
der Vernichtungsoperatoren zu verwenden:

%[aO(/E)isﬁ(E)], () fir jef1,2). (1.4.84)

Die Physikalititsbedingung fiir Vielphotonenzustinde lautet dann

at(k) =

VEeR’: )\pphys =o0. (1.4.85)

Aus den Kommutatorrelationen rechnet man leicht nach, daf§
i) :[ ~(k >a (k"] =o,

(E )] = —2nY20(R)8D(k — k), (1.4.86)
)8T* SOk — k)

| e |
0
~
—~~
ol
N—
O
bl
iy
~~
=y
N
—_
|
+
~~
N—
~—~
!

gilt und alle anderen Kommutatoren zwischen diesen Operatoren verschwinden.

Offenbar bilden nun die Vielphotonenzustandsvektoren

'{ N, (k) N_(k), Ny(k), Ny k)}k€R3> Ha*’f ]—[a—T k) ]_[a1T ]_[azT ENIQ)  (1.4.87)
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eine verallgemeinerte Basis des Photonen-Fock-Raumes mit indefiniter Sesquilinearform. Dabei sind

die N; € Ny (mit j € {+,—,1,2}), und Produkte mit N; = 0 sind einfach wegzulassen. Der Unter-

raum der physikalischen Zustinde, der durch die Bedmgung (1.4.85) bestimmt ist, wird demnach

genau durch diejenigen Vektoren der Gestalt (1.4.87 m bestimmt, die keine Faktoren mit a*f-Opera-

toren enthalten. Denn fiir genau diese Vektoren gilt aufgrund der Kommutatorrelationen (1.4.86) die
o ;

Physikalititsbedingung (1.4.85), denn wir konnen ja genau dann a=(k) einfach mit allen Operatoren

n (1.4.87) vertauschen, und (1.4.85) ergibt sich sofort aufgrund der Definition des Vakuums gemif}
(1.4.76).

Weiter gilt fiir die physikalischen Einphotonenzustinde
(ki )E’,;’ ) =T8Ok -k, ijef1,2) (1.4.88)

und fiir die verbliebenen im physikalischen Untervektorraum Vi erlaubten Linearkombinationen
von unphysikalischen (zeitartigen und longitudinalen) Einphotonenzustinden

</§,—‘/§’,—>:o mit )/2,—>:a—T(E)|Q). (1.4.89)

Damit sind alle Skalarprodukte von Basiszustinden , die in Vphys liegen, positiv semidefinit,
d.h. es gibt Vektoren in Vi, die nicht der Nullvektor sind, aber deren Sesquilinearform mit sich
selbst verschwindet. Wir haben also einen Vektorraum mit einem sogenannten Priskalarprodukt und
einer Prinorm, d.h. die Sesquilinearform ist positiv semidefinit aber nicht positiv definit. Wir erhal-
ten nun einfach den Hilbertraum der Zustinde dadurch, dafl wir Vektoren, die sich nur um einen
Vektor mit verschwindender Prinorm unterscheiden, identifizieren. Da die Vektoren aus Vphys mit
verschwindender Prinorm einen Untervektorraum bilden, ist also der Hilbertraum fiir physikali-
sche Vielphotonenzustinde der Quotientenvektorraum

. 0
Hye = phys/Vhys mit vp<h>ys={|¢)evphys|(¢|¢):0}. (1.4.90)

Dabei deutet der Strich tiber dem Quotientenvektorraumsymbol an, daf§ wir den topologischen Ab-
schluf dieses Raumes bzgl. der Prinorm betrachten.

Wir miissen nun noch zeigen, dafl Skalarprodukte beliebiger physikalischer Zustinde unabhingig von
der Wahl der Reprisentanten sind. Eine Basis des Raumes V/,;,. ist nun offenbar durch die Untermenge
von Besetzungszahleigenzustinden

(N, (k)=0,N_(k),N,(k),N }keR3> Ha-T k) Hal‘f 1_[ (k)| (1.4.91)

d=1
gegeben. Dabei sind die N; € Ny (mit ; € {—,1,2}), und Produkte mit N; = 0 sind wieder einfach
wegzulassen. Basiszustinde von verschwindender Norm sind genau diejenigen Vektoren mit N_ # 0,

und diese spannen demnach den Untervektorraum Vj, des physikalischen Raumes auf, und das Ska-
larprodukt dieser Zustinde mit allen anderen Basiszustinden (1.4.91) verschwindet. Folglich sind fir

alle Vektoren |¢) € / V . Wei-

ter miissen wir uns noch dartiber klar werden, welche aus den Feldoperatoren gebildeten Operatoren
Observablen reprisentieren konnen. Das sind offensichtlich genau solche (selbstadjungierten) Ope-

Vphys die Skalarprodukte unabhingig vom Reprasentanten in Vg

ratoren O, die fiir alle k mit a_(/; ) (und dann auch mit a_T(/;)) vertauschen, denn dann gilt fiir alle

|¢) € Vphys . . .
YeeR’: a (k)O|¢)=0a"(k)|¢)=0, (1.4.92)
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und das bedeutet, daff auch O |¢) e V.

phys> und der Erwartungswert

=(¢|0[¢) (1.4.93)

ist demnach unabhingig vom Reprisentanten |¢) fiir irgendein Element aus 7. Offenbar erfiillen

diese Bedingung alle Operatoren, die keine Operatoren a+(g ) oder a”(/; ) enthalten.
In der klassischen Elektrodynamik sind nur solche Funktionen der A , und ihrer Ableitungen Observa-

blen, die invariant unter Eichtransformationen sind, d.h. Funktionen der Feldstirkekomponenten
F,,. Driicken wir nun aber den quantisierten Feldstirketensor mit Hilfe der Zerlegung (1.4.70) aus,
erhalten wir

F,(x)=3,A,(x)— 9A,(x)

:_12 R3d3 k eX(k) — ke (k)] a,(F)u () +he. (1.4.94)

Die rein riumlichen Komponenten mit u,v € {1,2,3} hingen nur von den transversalen Moden oc a, ,
ab. Fiir y =0 und fiir v € {1,2,3} folgt

3 2 2
Z(/eoej — kvféﬁu =k, (a;—ay)+ kOZaA =—V2ka + k023/1~ (1.4.95)
A=1 A=1

A=0

Wegen der Kommutatorrelationen (1.4.86) kommutiert also F , tatsichlich mit a_(/g) fiir alle & , und

die Unabhingigkeit der Erwartungswerte von Observablen von der Wahl des Reprisentanten eines
beliebigen physikalischen Zustandes ist bewiesen.

Wir bemerken weiter, daf$ sich mit
1 - o
9, AH(x) = §n° =—v2i | d’kksa_(k)uz(x)+hec. (1.4.96)
R}

die folgende Klasse von Eichtransformationen
A#—>A/#:AH+3H)( mit Oy =0 (1.4.97)

erzeugen laflt. Diese Eichtransformationen lassen in der klassischen Theorie iibrigens auch die Lorenz-
Bedingung ungeidndert. Die Lorenz-Bedingung legt also die Eichung nicht vollstindig fest. Betrachten
wir nun das selbstadjungierte Operatorfunktional

Ax1=4)

R3

P2 [y ()9 A () 3 (x)I,AH(x)] . (1.4.98)

Aufgrund der Nebenbedingung Oy = 0 und der Bewegungsgleichungen (1.4.68) zeigt man zunichst
durch eine einfache Rechnung, daf§ ‘
A=0 (1.4.99)

gilt und dann unter Zuhilfenahme der kanonischen Kommutatorrelationen zu gleichen Zeiten (1.4.66),
aus denen zusammen mit (1.4.65)) sofort die ebenfalls benétigten Kommutatoren

fir u=0,

(1.4.100)
fir ©e{1,2,3}

1
[A”(z,f),Av(t,z’)] =idO(F - 7")8H x {1%
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folgen, dafl
[IALx).A(x)] =3, x(x) (1.4.101)

ist. Dabei kann man wegen (1.4.99) im definierenden Integral (1.4.98) das Zeitargument ¢’ = ¢ setzen.
Mit der Baker-Campbell-Haussdorf-Formel folgt daraus in der Tat

exp(iA[y DA(x)exp(—iA[x]) = A, (x) + glu)((x). (1.4.102)

Berticksichtigen wir (1.4.96), bedeutet dies, dafl die Physikalitit einer Observablen in der Tat deren
Invarianz unter den restringierten Eichtransformationen (1.2.8) impliziert, denn offenbar vertauscht A

—

fur alle y mit dem entsprechenden Operator, genau dann, wenn er fiir alle £ € R3 mit a_(k) vertauscht.

Nachdem wir nun den Hilbertraum der Zustinde kontruiert und die physikalisch relevanten Obser-
vablen als eichinvariante selbstadjungierte Operatoren charakterisiert haben, kdnnen wir nun die Rea-
lisierung der Poincaré-Gruppe als unitire Darstellung auf diesem Raum untersuchen. Dies geschieht
weitgehend analog zum Vorgehen fiir das Klein-Gordon-Feld im vorigen Abschnitt. In Abschnitt
haben wir bereits die eichinvarianten Ausdriicke fiir Energie, Impuls, Drehimpuls und Schwerpunkt
des klassischen elektromagnetischen Feldes hergeleitet. Allerdings knnen wir diese nicht ohne weite-
res in den Gupta-Bleuler-Formalismus iibernehmen, denn auf Operatorniveau haben wir die Eichin-
varianz durch den , Eichfixierungsterm® in der Lagrangedichte explizit gebrochen. Nur fiir die
Erwartungswerte bzgl. physikalischer Zustinde diirfen wir eichinvariante Resultate erwarten.

Wir miissen nun also in zwei Schritten vorgehen: Zuerst ist zu zeigen, daf§ durch die kanonischen Aus-
driicke fiir Energie, Impuls, Drehimpuls und Schwerpunkt die Poincaré-Transformationen im Sinne
lokaler Feldoperatoren generiert werden, wobei wir uns auf infinitesimale Transformationen, also die
durch Kommutatoren reprisentierte Lie-Algebra, beschrinken kdnnen. Dann ist zu zeigen, dafl die
Erwartungswerte dieser Operatoren fiir beliebige physikalische Zustinde den Erwartungswerten der
entsprechenden eichinvarianten Ausdriicke entspricht, d.h. insbesondere sollten nur die beiden trans-
versalen Photonenfreiheitsgrade zu den observablen Groflen beitragen. Auflerdem sollte die Energie
positiv semidefinit sein.

Beginnen wir also mit der Berechnung des Energie-Impulstensors aus der Lagrangedichte (1.4.64), wo-
bei wir uns die Ausdriicke normalgeordnet denken. Gemifd (1.3.87) lautet der Energie-Impulstensor

O =(J“AP)F " — A(d“A")(J,A”)+ [%FPJFP” + g(QPAP)Z] gt (1.4.103)
Wir bendtigen insbesondere die Komponenten fiir 4 = 0, und es ist fiir das folgende bequemer alle
Zeitableitungen von Feldoperatoren durch die entsprechenden kanonischen Impulse zu erset-
zen. Da wir damit die manifeste Kovarianz aufgeben, verwenden wir die dreidimensionale Schreib-
weise, wobei simtliche Dreiervektoranteile von Vierervektoren hinsichtlich des Voréeichens den kon-
travarianten Komponenten entsprechen (mit Ausnahme von Gradienten, fiir den V = (J) ist). Die
entsprechenden Komponenten des kanonischen Energie-Impulstensors sind also

0% =1 4+ -5’
2 ) (1.4.104)
— (%2 —T°V-A+1-VA?,
22
und
@/° =(Ii x BY
(1.4.105)
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Bedenkt man, daff gemaf} (1.4.65) H=E ist, sind die oberen Zeilen die eichinvarianten Ausdriicke ent-
sprechend dem symmetrischen Energie-Impulstensor der klassischen Theorie (1.3.96). Der Gesamtvie-
rerimpuls des Feldes ist entsprechend

Pi=| &Px:04%x): . (1.4.106)
R

Es ist sofort klar, dafl fiir die Ausdriicke mit IT° = —Ad, A" die Matrixelemente mit beliebigen physika-
lischen Zustinden verschwinden, denn die entsprechenden Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren
kommutieren in den Operatorprodukten, so dafy man entsprechend die Vernichteranteile auf den Ket
und die Erzeugeranteile auf den Bra im Matrixelement wirken lassen darf, und physikalische Zustin-
de sind ja vermdge der Gupta-Bleuler-Bedingung (1.4.80) gerade dadurch definiert, daf3 dies O ergibt.
Dies ist auch fiir den letzten Ausdruck in (1.4.105) der Fall, denn es ist JIA° =TV — A’ und dieser
Ausdruck kommutiert mit II°. Der Ausdruck (ﬁ : 6)A'u verschwindet vermoge partieller Integration

und der Bewegungsgleichung V-I = V-E = 0fiir ein freies elektrisches Feld, wobei wir voraussetzen,
daf§ wir nur solche Zustinde betrachten, fiir die die entsprechenden Erwartungswerte im Unendlichen

hinreichend schnell abfallen.
In der Tat ergeben die kanonischen Kommutatorrelationen (1.4.66) nach einer einfachen Rechnung

—i8a’ [A¥(x),P,] = 8a"d, A (x). (1.4.107)
Die Viererimpulse erzeugen also Transformationen entsprechend dem Transformationsverhalten der
klassischen Felder unter raum-zeitlichen Translationen (1.3.86).
Fiir die Erwartungswerte des Viererimpulses erhdlt man gemifd (1.4.106) fiir alle [¥) € 7,

(0 [PH| W) = JR}Z’ <‘°g)> ; (w]a*(Bra(B)| ). (1.4.108)
=12

Es tragen also in der Tat nur die transversalen Polarisationszustinde bei, und die Energie ist positiv
semidefinit, da dies auf die Summe unter dem Integral zutrifft und w(k ) |k| > 0 ist.

Ebenso finden wir unter Beriicksichtigung des Zusatzterms aufgrund der Eichfixierung aus (1.3.82)
und (1.3.105) und (1.3.107) den Drehimpulsdichtetensor zu

7 = xPO7 — x70F £ FP AT — FAP — (3,A%) (g7 A7 — g'A") (1.4.109)

und damit fiir die Erzeuger von Boosts und Drehungen

K= | &'%:(:0°-x0% - Al +I°A%) :,
R’ (1.4.110)
a _ abc Bz b@CO_AbHc .
J=¢ . X (x )
In der Tat ergeben sich durch Anwendung der kanonischen Kommutatorrelationen die korrekten
Transformationsformeln fiir die Feldoperatoren:

i[A%x), 87 ﬁ] 57 (t6+zat)A°(x>—a;7-&<x>,
i|A
(1.4.111)
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Es ist auch wieder leicht zu zeigen, daf} fiir die Erwartungswerte der Schwerpunktsbewegung K und
des Gesamtdrehimpulses fdie nichteichinvarianten Operatorausdriicke herausfallen. Eine eindeutige
eichinvariante Aufspaltung des Gesamtdrehimpulses in einen Bahn- und Spin-Anteil ist hingegen nicht
moglich. Insgesamt haben wir also eine konsistente und manifest kovariante Realisierung der Poin-
caré-Gruppe fiir masselose Teilchen mit Spin 1 gefunden, in der sich die Feldoperatoren lokal, also wie
die entsprechenden klassischen Feldgrofien, transformieren, und die Erzeuger der Gruppe liefern die
zu erwartenden physikalischen Observablen. Die Energie ist positiv semidefinit und damit das phy-
sikalische Vakuum der Grundzustand, der invariant unter Poinacaré-Transformationen ist. Wie beim
skalaren Feld halten wir noch fest, daf§ hierbei eine Quantisierung als Fermionen-Feld inkonsistent
wire, da dann die Normalordnung nicht zu einer nach unten beschrinkten Energie fithren wiirde und
somit kein stabiler Grundzustand existieren wiirde. Dies ist wieder ein Spezialfall des allgemeinen
Spin-Statistik-Theorems.

1.5 Das Dirac-Feld

1.5.1 Das klassische Dirac-Feld

Mit dem Ziel, eine in sich konsistente relativistische Wellenmechanik zu konstruieren, stellte Dirac
nach dem Vorbild der nichtrelativistischen Schrodinger-Gleichung eine relativistische Wellengleichung
auf, die die Zeitableitung nur in erster Ordnung enthilt. Aus Griinden der Lorentz-Symmetrie mufSten
auch die Ortsableitungen in erster Ordnung in die Gleichung eingehen. Auflerdem mufite aus der
Gleichung auch die Massenschalenbedingung —(O + m?)¢(x) = 0 folgen. Es zeigte sich, dafl dieses
Programm nur mit einem vierkomponentigen Dirac-Spinorfeld ¢ mit der Hilfe von vier Dirac-
Matrizen y# moglich war:

(i9,y" —mly)¢ =0. (1.5.1)

Zur Abkiirzung hat Feynman seine ,,Slash-Notation® eingefiihrt: ¢ := y# QM. Multiplizieren wir nun
die Dirac-Gleichung l} mit id +m1 4 erhalten wir

(=3* = m*1,)¢ =0. (1.5.2)
Damit dies der Massenschalenbedingung entspricht, verlangen wir
3 =o (1.5.3)
bzw. noch allgemeiner
{rt,rt=2¢"1,. (1.5.4)
Es st klar, daf§ aus tatsichlich
1
$=y"y3,0,= Srtrta.8 =g g1 =0 (1.5.5)

folgt. In einer 2 x 2-Blocknotation lautet eine fiir unsere Zwecke besonders bequeme Realisierung/| der

Dirac-Matrizen ,
,O— <12 o) =l % (15.6)

"Dies ist die chirale oder Weyl-Darstellung.
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mit den bekannten Pauli-Matrizen

ol= <? é) , o’= <? _Oi>, o= <é _Ol> . (1.5.7)

Die Antikommutatorrelationen (1.5.4) folgen sofort aus den Antikommutatorrelationen fiir die Pauli-
Matrizen

{aj,ak}ZZé\jklz. (1.5.8)
Wir notieren weiter noch die Pseudohermitezitit der Diracmatrizen
0 0 0. 4. 0
Pt =t e =ty (1.5.9)

Das Verhalten unter Lorentz-Transformationen kénnen wir herleiten, indem wir fordern, dafl die
Dirac-Gleichung forminvariant unter Lorentztransformationen ist. Dabei soll sich das Feld linear
transformieren:

x'=Ax, ¢'(x")=S(N)P(x). (1.5.10)
Um S(A) zu finden, bemerken wir, dafl

a ax¥
I — —1\v
alu - ax/[u - ax/lu 8v_(/\ ) [uav (1511)

gilt. Setzen wir dies in die Diracgleichug fiir das transformierte Feld ein, erhalten wir
(' = m)§' ()= [(ATYY 3, — m] S(M)g(x). (1.5.12)

Multiplizieren wir diese Gleichung von links mit S~!(A) folgt die Diracgleichung fiir das transformier-
te Feld, wenn

(AT STHAHS(A) =7 = STHA)#S(A) = A¥ . (1.5.13)
Wir berechnen zunichst S(A) fiir eine infinitesimale Lorentztransformation
A=14+8w, A =8¢ +8wH,. (1.5.14)

Aus der Eigenschaft der Lorentztransformation, daf} es Minkowskiprodukte zwischen beliebigen Vie-
rervektoren invariant [ifit, folgt

glwA*‘pAVU = o0 (1.5.15)
Setzen wir darin (1.5.14) ein, ergibt sich aus dieser Bedingung, daf$
dw,, =-dw,, (1.5.16)
ist. Wir setzen nun
1 1
S(A)=1,+ gé\a)my”v, STHA)=1,— gawwf“, (1.5.17)
wobei y#” = —y*# eine geeignete 4 x 4-Matrix bezeichnen soll, die im Diracspinorraum wirkt. Bei der

Matrixinversion haben wir nur die erste Ordnung in 8 w beriicksichtigt. Um nun y*” zu bestimmen,
wenden wir diesen Ansatz auf (1.5.13) an, wobei wir wieder bis zur ersten Ordnung in & w entwickeln.
Nach kurzer Rechnung folgt

[y, yP7 1 =4(g"Py” — g y®)=2({y", y*Yy" =y Iy, v })
=2[y" vy’ 1=y [y°r7 1]
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Dabei haben wir im letzten Schritt benutzt, daf§ y#? = —y?# ist. Wir kdnnen also

Yo =[yf,y°] (1.5.19)

setzen. Fiir endliche Lorentztransformationen folgt durch Anwenden der Matrix-Exponentialfunktion

1
S(A)=exp <§a)wyﬂ"> . (1.5.20)
Aus der Pseudohermitezitit und (y°)? = 1 folgt
Yoy =y = =y (1.5.21)
und damit
STHA) = y2ST(A)y°, (1.5.22)

d.h. S(A) st pseudounitir. Es ist wichtig zu bemerken, daf§ S(A) nicht wirklich unitdr ist. Dies weist
schon darauf hin, daff eine Einteilchenquantentheorie auf der Basis der Diracgleichung widerspriich-
lich in sich selbst ist, denn in einer solchen Quantentheorie sollten alle eigentlich orthochronen Lor-
entztransformationen unitir dargestellt werden. Dies ist aber nicht der Fall, wie wir nun zeigen wollen.

Betrachten wir zunichst einen Boost in der Richtung 77 (72 = 1). Die entsprechende Matrix besitzt die
Form

A = coshn —n'sinhn 1523
()= —ssinhy coshy P () + P (77) (1.5.23)
mit den Projektionsoperatoren (reelle 3 x 3-Matrizen)

Die Boostgeschwindigkeit ist v = sinh7/cosh7 = tanh7. Entwickeln wir fiir ein infinitesimales &7
(1.5.23) bis zur ersten Ordnung, finden wir die Exponentialdarstellung

Ag(P) =exp(i7-K) mit 7=, (1.5.25)
wobel
. /0 ¢t
K/ =i <_, / > . (1.5.26)
e]' 0

Fiir die infinitesimale Transformation ist

0 fur p=0,

nf fir pef{1,2,3}, (1.5.27)
woo = wj =0 fur j,ke{1,2,3}.

Sx°==87-%, 8x) =-8y/x° MPO:—%:{

Um die Darstellungsmatrix S(Ag) zu finden, benétigen wir fiir die Boosts also

0 fiir =0
U=y Oyt —yty = H= 1.5.28
rErr ey {2}/0}/” fir pe{1,2,3}. ( )
Damit wird
1 v 1 0 1 0—- = DI S—
g™ = oy ==y =i X (1.5.29)
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Unter Verwendung der Darstellung (1.5.6) ist

= l - 0 _ i (}’ O

xX= 2;/;/ =3 <O _5,> . (1.5.30)
Es ist wichtig zu bemerken, daf§ diese Matrix antihermitesch und folglich die Darstellung der Boosts

Sp[7]=: S;(n) = exp(—in7 - %) (1.5.31)

nicht unitir is} Wir werden unten sehen, daff die Lorentztransformationen erst fiir die Quantenfeld-
theorie unitdr realisiert werden. Wir konnen (1.5.31) explizit auswerten, denn es gilt

I T T L, 7
(7 X)) ==(y'n-y)y=—@ 7)) =—. (1.5.32)
4 4 4
Summiert man also die Exponentialreihe auf, folgt
Sp() =7 |:cosh <g> y® —sinh <g> - fi| . (1.5.33)
Dies kann man einfacher in der Form
0 ) _( cosh(n/2)
Sg()=y"U mit U= <sinh(77 127 (1.5.34)

schreiben. In den Komponenten der Vierergeschwindigkeit des Teilchens
1
u:(fofh’/>:—<£>:y<£> (1.5.35)
7 sinhn [1_2 \¥ v

[r+1
U= z2_|. (1.5.36)

-1
7,‘1" r

ausgedriickt ist

Wenden wir uns nun den Drehungen zu. Diese transformieren definitionsgemif} nur die raumlichen

Komponenten untereinander, d.h. in ist
Wy = Woj = —w;g=0, wj,= —ej-klgol fur j,ke{1,2,3}. (1.5.37)
Fiir infinitesimale Drehungen folgt daraus in der Tat
x"0=xC, x/j:xj—i-ejklc?(plxk:xj—(SgE’x <Y, (1.5.38)
Durch Exponentiation folgt daraus die endliche Drehung zu

e

2 =77 D) —sing AX E+cosp P (A7 mit A= (1.5.39)
®

$Die gruppentheoretische Analyse der Darstellungen der eigentlich orthochronen Lorentzgruppe zeigen, daf} es keine
nichttrivialen endlichdimensionalen unitiren Darstellungen der Lorentzgruppe bzw. der dazugehorigen Uberlagerungsgrup-
pe SL(2,C) gibt. Dies liegt daran, daf die Lorentzgruppe im Gegensatz zur Drehgruppe nicht kompakt ist. Die Drehgruppe
SO(3) bzw. deren Uberlagerungsgruppe SU(2) ist hingegen kompakt, und wie wir gleich zeigen werden, wird die Drehgrup-
pe in der Tat durch unitire Transformationen dargestellt. Dies werden wir im nichsten Kapitel noch ausfiihrlich erdrtern
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Weiter ist -
yik=— <[U]g’ ] [aj?ok]> = —2jek! <‘gl :,> S (1.5.40)
Wir notieren noch i i L/
w2 Ltk = Ltk = <UO Uoz> _ (1.5.41)
Mit folgt daraus
Sp(@) =exp <%a)lw}/"“’> =exp <1g3 f) ) (1.5.42)

Dies macht die hier verwendete Weyl-Darstellung der Diracmatrizen bequem: Der Spinoperator ist
Block-diagonal mit den Spinmatrizen o/ /2 auf den Diagonalblécken. Da die 3 hermitesche Matrizen
sind, werden Drehungen gemif$ (1.5.42) in der Tat unitir dargestellt. Wegen

-

(7-X)*=1, mit ﬁ’:g, o =g (1.5.43)

ergibt sich fiir (1.5.42) durch Anwendung der Exponentialreihe leicht die geschlossene Form fiir Dre-
hungen:

$p(@) = cos (£) 1, +isin (£) - (1.5.44)

Ublicherweise definiert man statt der yH

lr“,y"1, (1.5.45)

o = o 1
4 4

so daf} die Darstellungsmatrix einer beliebigen SO(1, 3)!-Transformation mit Hilfe der sechs Parameter

w,,=—w,, in der Form

) .
S(w,y) =exp <§wmf‘”> = exp <—%wwof”> (1.5.46)

dargestellt wird. Der Zusammenhang zu % und % ergibt sich dann aus (1.5.30) bzw. (1.5.41) zu

1

x'=-
4

1 1
[}/a’}/o] — 0= _0011, ya geabc}/bc — Zeabcabc. (1.5.47)

Nun kommen wir auf die Dirac-Gleichung (1.5.1) und den Dirac-Spinor ¢ zuriick. Beziiglich Dre-
hungen setzt sich in unserer chiralen Darstellung der Diracmatrizen der Dirac-Spinor aus zwei Weyl-

Spinoren gemaf3
b= <§L> (1.5.48)
R

zusammen. Dabei sind die &; € C? zweikomponentige Weylspinoren, die sich wegen (1.5.42{1.5.48)
unter Drehungen auch als solche transformieren. Dies weist schon darauf hin, daf§ ein Dirac-Feld stets
zwei Spin-1/2-Teilchen beschreibt. Wie wir unten sehen werden, entspricht das einem Teilchen und
dem dazugehérigen Antiteilchen.
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Aus der Struktur der Dirac-Darstellung der Lorentzgruppe, die sich aus beliebigen Produkten von
Boost- und Drehmatrizen (1.5.34) bzw. (1.5.42) ergibt, folgt, daf} Lorentz-Skalare mit Hilfe des Dirac-

adjungierten Zeilenspinors

d(x) =4 (x)y° (1.5.49)
gebildet werden miissen. In der Tat ist dann wegen (1.5.10) aufgrund von (1.5.22)

—/

()= ¢ = 4T)ST)Y = gy STy ® = d(x)S (). (1.5.50)
Daraus folgt sofort, daf}

7 (") = Pl)(x) (1.5.51)
gilt, also ) ein Skalarfeld ist. Ebenso folgt aus (1.5.13), daf

7#(e) = dle)rH () (1.5.52)

ein Vektorfeld ist.

Als nichstes leiten wir aus der Dirac-Gleichung die entsprechende Gleichung fiir den Dirac-adjungier-
ten Spinor her. Dazu miissen wir nur (1.5.1) hermitesch adjungieren und mit dem Dirac-Adjungierten
darstellen:

_ «—
d(x)y°(=id T—m)=0. (1.5.53)
Dies von rechts mit y° multipliziert liefert wegen der Pseudohermitezititsrelation (1.5.9)

Hx)(=id —m)=0. (1.5.54)

Bilden wir die Viererdivergenz von (1.5.52), folgt mit der Dirac-Gleichung (1.5.1) und ihrer Adjungier-
ten (1.5.54)

d,7" =0, (1.5.55)

d.h. die dazugehorige Ladung

Q= J $Px0%x) = f $PRYT(x)d(x) (1.5.56)

ist erhalten. Insofern wihnte sich Dirac schon am Ziel, eine konsistente Einteilchen-Interpretation
tiir seine Wellengleichung analog zur nichtrelativistischen Quantenmechanik gefunden zu haben. Al-
lerdings ergeben sich fiir die ebenen Wellen, die Losungen fiir Teilchen mit bestimmtem Impuls ent-

-

sprechen sollen, stets Losungen mit postiver und solche mit negativer Frequenz « = £E (k). Es stellte
sich weiter heraus, daf} fiir die relativistisch konstruierbaren Wechselwirkungen (allen voran die elek-
tromagnetische) bei einer Anfangswellenfunktion, die nur aus der Superposition von Moden mit posi-
tiven Frequenzen (also in der Einteilcheninterpretation positiven Energien) gebildet wird, vermége der
Zeitentwicklung zu spiteren Zeiten stets Moden mit negativen Frequenzen beigemischt werden. Die
Projektion auf Moden positiver Frequenz ist also nicht vertriaglich mit der Zeitentwicklung, so daf3 die
Moden mit negativer Frequenz notwendig zum Einteilchen-Hilbert-Raum der Wellenfunktionen hin-
zugefiigt werden miissen. Dies hat nun notwendig zur Folge, daf3 die naive Interpretation der Diracglei-
chung im Sinne der Einteilchenwellenmechanik zu einer Theorie fiihrt, fiir die der Hamilton-Operator
nicht nach unten beschrinkt ist, d.h. es existiert kein stabiler Grundzustand. Diracs genialer Ausweg
war es, zu postulieren, dafl im Grundzustand alle Zustinde mit negativer Energie besetzt sind. Dieser
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Dirac-See sollte sich dann in hochenergetischen Reaktionen bemerkbar machen, die ein Elektron aus
dem See herausschlagen konnen. Dieses Loch im Diracsee verhilt sich dann wie ein Teilchen mit der
Elektronenmasse aber positiver Ladung. Auf diese Weise gelangte Dirac (allerdings nach einigen inter-
pretatorischen Komplikationen) zur Vorhersage der Existenz von Antiteilchen. Diese Lchertheorie
ist dquivalent zu der quantenfeldtheoretischen Auffassung, die wir als nichstes entwickeln werden. Der
Einfiihrung des Dirac-Sees entspricht in der Quantenfeldtheorie einfach der Feynman-Stiickelberg-
Trick und die nachfolgende Normalordnung der Observablen wie Energie, Impuls, Ladung usw.

Das Vorgehen entspricht genau dem beim elektromagnetischen Feld: Wir stellen als erstes eine Lor-
entz-invariante Lagrange-Dichte auf, gehen zum (nicht manifest kovarianten) Hamilton-Formalis-
mus Uber und deuten die kanonischen Feld-Poisson-Klammerbezichungen zu Antikommutatoren
um. Es stellt sich nimlich heraus, dafl Kommutatoren fiir Dirac-Teilchen nicht zum Ziel fiithren (ins-
besondere ergibt sich kein nach unten beschrinkter Hamiltonoperator). Dies ist eine weitere Mani-
festation des oben erwihnten Spin-Statistik- Theorems, wonach Teilchen mit halbzahligem Spinf’|stets
Fermionen sind.

Um die Quantisierung des Feldes vorzubereiten, stellen wir zunichst die Lagrange-Dichtefunktion
auf. Da die Feldgleichung eine Differentialgleichung erster Ordnung ist, darf die Lagrange-Dichte die
Ableitungen nur linear enthalten. Da wir freie Teilchen beschreiben wollen, mufl die Lagrangedichte
eine Bilinearform des Dirac-Spinorfeldes sein, und damit die Lorentzinvarianz sichergestellt ist, sollte
sie ein Skalarfeld ergeben. Dadurch werden wir auf die Lagrangedichte

L =4(d —m)d (1.5.57)

gefiihrt. Da ¢ € C* ist, kdnnen wir wieder ¢ und ¢ als voneinander unabhingige Felder betrachten
und getrennt voneinander variieren. Die Euler-Lagrangegleichungen ergeben dann in der Tat die Dirac-
Gleichung und die daraus folgende Gleichung fiir das Dirac-adjungierte Feld (1.5.53).

Zum Ubergang zum Hamilton-Formalismus, bendtigen wir als nichstes die kanonisch konjugierten
Feldimpulse. Es ergibt sich

M=— =iy’ =igf, T=""=o. (1.5.58)

Auf den ersten Blick sieht dies fatal aus, da offenbar der kanonische Impuls zum adjungierten Feld
verschwindet. Scheinbar sehen wir uns vor ihnliche Probleme gestellt wie oben beim elektromagne-
tischen Feld. Dies ist aber lediglich Folge der besonderen Struktur der Lagrangedichte. Man konnte
dies beheben, wenn man den Ausdruck in ¢ und ¢ symmetrisiert, was nur um eine totale Divergenz
von verschieden wire, was im Variationsprinzip keine Anderung fiir die Feldgleichungen er-
gibt. Wesentlich ist nur, daf§ wir die Hamiltondichte mit dem Feldimpuls und dem Feld und seinen
raumlichen Ableitungen ausdriicken kénnen, und das ist in der Tat der Fall:

A =T — L =idy°d,¢ —ih(d +im)d = J(—if -V + m)d = Iy (7-V +im)d.  (1.5.59)
Die kanonischen Hamiltonschen Bewegungsgleichungen lauten

O0H

0 2 . SH 0 =
¢:ﬁ:_}/(}/.v+lm)¢, I=——= <—}/}/-V+1m>. (1.5.60)

Dirac-Teilchen haben, wie wir oben anhand des Verhaltens der Dirac-Spinoren unter Drehungen gesehen haben, Spin
1/2.
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Multiplikation der ersten Gleichung von links mit iy® und Zusammenfassen der Terme auf einer Sei-
te liefert wieder die Diracgleichung (1.5.1). Multiplikation der zweiten Gleichung von rechts her mit
iy? und Zusammenfassung der Terme liefert die Gleichung fiir ITy°. Aufgrund der besonde-
ren Struktur der obigen Lagrangedichte ergibt sich der Zusammenhang zwischen Feld und
kanonisch konjugiertem Impuls nicht aus den kanonischen Gleichungen. Es ergibt sich aber keine
Inkonsistenz, diese Beziehung einfach als Nebenbedingung zu fordern, d.h. wir kénnen

O=igy° =it (1.5.61)

setzen.

1.5.2 Quantisierung des freien Dirac-Feldes

Die Quantisierung des Diracfeldes erfolgt nun dadurch, dafl wir ¢ durch einen Operator ¢ erset-
zen. Wir fordern nun aber wegen des Spin-Statistik-Theorems keine kanonischen Kommutatorregeln
sondern kanonische Antikommutatorregeln. Wie wir sehen werden, ist dies kein Widerspruch zur
allgemeinen quantentheoretischen Dynamik, denn die Observablen werden stets durch Funktionen
aus einer geraden Anzahl von Fermionenfeldoperatoren aufgebaut; insbesondere die Hamiltondichte
ist eine bilineare Form in den Feldern. Wie wir zeigen werden, erfiillt der dazugehdrige Hamilton-
operator die korrekten Kommutatorrelationen mit den Feldern, so dafl sich aus der Quantendynamik
wieder die Dirac-Gleichung fiir den Feldoperator ergeben wird, wie es sein mufl. Wir verlangen also
die Antikommutator-Relationen zu gleichen Zeiten

{62,y (6,0} =0, {d (6,8, (8,7} =i{d, (6, %), 4T (8,0} =18, 8CUF-7).  (15.62)

Diea,b €{1,2,3,4} numerieren dabei die Dirac-Spinorkomponenten durch.

Wir berechnen nun die Modenentwicklung nach ebenen Wellen. Wir erwarten fiir die Teilchen und
Antiteilchen jeweils zwei Spinfreiheitsgrade (insgesamt also vier Feldfreiheitsgrade fiir jede Impuls-
mode). Wie in der relativstischen Teilchenphysik tiblich, wird der Spin im Ruhsystem des Teilchens

gemessen. Es sei also o = 1/2 der Eigenzustand zum Spinoperator X° fiir £ = 0. Es ist sehr zweck-
miflig und bequem, die iibrigen Zustinde durch einen drehungsfreien Lorentzboost in Richtung von
k, d.h. durch
. ER)) .k
=k mit p=arcosh| — |, #7n=—, (1.5.63)
m K

Ag(=n7)

o o o 3

zu definieren. Dieses Programm fithren wir nun aus. Dazu definieren wir zunichst die Feldmoden
mit positiver Frequenz durch
1 .
(x) = ———exp(—ik - x)
(2m)*2E(p)

oy (1.5.64)

Die korrekte quantenfeldtheoretische Modenentwicklung mufl mit dem Feynman-Stiickelberg-Trick,
der einfach darin besteht, den Feldmoden mit negativer Frequenz einen Erzeugungs- statt einen Ver-
nichtungsoperators zuzuordnen, wie folgt aussehen

d(x)= f[g@ d3/;Z |:a(/;, O)M(E, a)u/;’Jr(x) + bT(IQ, 0)’0(/2, a)uZ,Jr(x)} . (1.5.65)
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Damit diese Funktion die Dirac-Gleichung erfiillt, miissen die Spinoren # und v offenbar den Glei-
chungen

(F—m)u(k,0)=0, (B+m)o(k,0)=0 mit k°=E(k) (1.5.66)

geniigen. Es ist klar, daf} beide Gleichungen mit der Onshell-Bedingung £° = E (E) vertraglich sind,

denn multipliziert man die Gleichungen jeweils mit £ 2, erhilt man die Forderung k2 = (k%) k=

m?.

Fiir & = O erhalten wir die Gleichungen
y°u(0,0)=u(0,0), y°v(0,0)=—2(0,0). (1.5.67)

Setzt man die Diracmatrix y° ein, erhilt man die linear unabhingigen Lésungen

1 0
n(0,41/2)=ym 2 = vmu'(0,+1/2), u(0,—1/2)=ym é =: ymu'(0,—1/2),
° ! (1.5.68)
1 0
v(0,+1/2)=/m _01 =: ymv'(0,4+1/2), 0(0,—1/2)=+m é = /m7'(0,—1/2).
0 -1

Die etwas ungewohnte Normierung ist bequem, wie wir gleich noch sehen werden. Jetzt fithren wir
i1.5.63

den Boost -) aus. Mit (1.5.36) erhalten wir dabei unter Beriicksichtigung von y = E (E)/ m =
E /m und den Eigenwertgleichungen (1.5.67) fiir die Felder bei £ =0

- 1
u(k,o)= (| ——(m+§)u'(0,0),
AE +m) (1.5.69)
o(k,0)= ;(m — B)'(0,0)
(k,0) = 2(E +m) o

Es ist wichtig zu bemerken, daf§ dies i.a. keine Eigenzustinde des Spinoperators 3° sind, da ¥° i.a.
nicht mit dem Boost Si(7) kommutiert. Vielmehr besitzt konstruktionsgemif} das Teilchen in seinem
Ruhsystem eine wohldefinierte Spin-z-Komponente o € {£1}.

Fiir ein masseloses Teilchen wird

u(k,o)= %,{éul(o, o),

R 1
v(k,0)= \/;(—Jé)fu/(o, o).

In diesem Fall reprisentieren diese Zustinde fiir Teilchen, die sich in z-Richtung bewegen, Zustinde
mit bestimmter Helizitdt. Die Helizitit ist dabei als die Projektion des Spins auf die Impulsrichtung
definiert, d.h. der entsprechende Operator ist

(1.5.70)

k-5
h=—. (1.5.71)



Kapitel 1 - Tetlchen und Felder - eine heuristische Einfithrung

Es ist leicht zu zeigen, dafl h mit den y# vertauscht. Fur =k e, ist also

hu(k’@,0)=ou(k’e;,0), hov(k’e,0)=0cv(k’e;,0). (1.5.72)
Fiir masselose Teilchen sind also # und v Eigenzustinde der Helizitdt in dem Bezugssystem, in dem
k|| & ist, zu den Eigenwerten o € {—1/2,+1/2}.
Fiir praktische Rechnungen bendtigen wir noch die folgenden ,,Pseudoorthogonalititerelationen®

a(k,o)ulk, 0"y =2m8, 1, Tk,o)(k,0")=—-2m8, ., (1.5.73)
Wk, 0)o(k,o') =Tk, 0 )u(k,0") =0, (1.5.74)
ulk,o) u(k,o')=2ES, 1, v(k,o) v(k,0")=2ES, ), (1.5.75)
w(k, o) o(—k,0") = v(k, o) u(—k, o) =0. (1.5.76)

Diese Gleichungen lassen sich unmittelbar mit einfachen Manipulationen mit den Diracmatrizen und
den Eigenwertgleichungen y°#(0,0) = #(0,0) und y°v(0,0) = —v(0, o) herleiten. In der letzten Glei-
chung ist es wichtig zu beachten, daf§ die Dreierimpulse in diesen Formeln zueinander entge-
gengesetzt gerichtet sein miissen, d.h. das Argument in einer der beiden Funktionen muf —k sein!

Zur Berechnung der Antikommutatorrelationen fiir die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren ver-

suchen wir, die Modenentwicklung 1) nach a(g ,0) und bT(/; ,0) aufzuldsen. Aus der Definition
der Feldmoden folgt

PRt ()uz, (x)= —=380) E—k"), (1.5.77)
[ #7u (o, 2 EP

J PEut ()l (x)= ——exp(E)S Ok + k). (1.5.78)
R’ k,+ k' + 2E(/€)

Multiplizieren wir also die Modenentwicklung (1.5.65) mit %> (x) bzw. mit uz, (x) und wenden
+

k+
(1.5.75) und (1.5.76)) an, erhalten wir
a(IE,a):J d3f%T(/;,a)ug, ()d(x),
]R3
b(k, o) J 2 (x)olk, o)t L (0):

Mit Hilfe der Antikommutatorrelationen fiir die Felder (1 ) 2) und der Orthogonalititsrelationen
(1.5.75(1.5.76)) erhalten wir daraus die Antlkommutatorrelatlonen fir die Erzeugungs- und Vernich-
tungsoperatoren

(1.5.79)

—_

{a(é,a),zﬁ(/e ! a/)} - {b(/?,a),b*u; ! 0/)} =8Ok kNS
{a(é,o),a(é /,0/)} = {b(/?,o—),b(/;’ /,o/)} —0, (1.5.80)

Zur Berechnung des Hamilton-Operators miissen wir, wie oben beim elektromagnetischen Feld, die
Hamilton-Dichte normalordnen. Dabei ist zu beachten, daf§ wir diesmal die fermionischen Anti-
kommutatorregeln zu berticksichtigen haben, d.h. es gilt z.B.

ca(k,0)al (B, o) = —al(k', 0 alk, o), (1.5.81)
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d.h. der normalgeordnete Ausdruck erhilt zusitzlich das Vorzeichen der Permutation, die ndtig ist,
um die Normalordnung aus der urspriinglichen Operatoranordnung herzustellen.

Fiir die Losung der Feldgleichungen lautet die Hamiltondichte gemify
A = Y(—iy -V +m) = P(iy°3, —id + m)d(x) :=: $Tid, . (1.5.82)

In diese Gleichung die Modenentwicklung (1.5.65) eingesetzt, iiber X integriert und die Orthogonali-
titsbeziehungen (1 1.5.76) angewandy, liefert dann den positiv semidefiniten Hamiltonoperator

H= J Pz = f &PE ZE(k [ (k, o) +n,(k, 0)] (1.5.83)

Ebenso findet man den Ladungsoperator gemaf3
Q :f £7 T ;:J S [na(g,a) - n,,ué’,a)] . (1.5.84)
v R’ o

Man beachte, dafl wegen der fermionischen Normalordnungsvorschrift Q nichr positiv definit ist, wie
es der hermitesche Ausdruck unter dem Normalordnungssymbol suggeriert. Es ist also wieder nicht
die totale Teilchenzahl die Noetherladung der Phaseninvarianz sondern die ,Nettoteilchenzahl®, also
die Differenz zwischen der Anzahl der Teilchen und der Anzahl der Antiteilchen, ganz analog wie
beim geladenen Bosefeld. Die Besetzungszahloperatoren sind dabei durch

n (k,0)=al(k,o)a(k,0), n,(k,o)=b'(E,0)bk,0) (1.5.85)

definiert.
Das Energieeigenwertproblem lifit sich wieder wie beim harmonischen Oszillator 16sen, nur daf} jetzt
wegen der Antikommutatorregeln a?(k, o) = b?(k, o) = 0 gilt, d.h. die Fockbasis ist durch

(ks o)} Iy ()} ) = TTa (6,0 ) F) b (8, o)) )
ko (15.86)

mit n,(k,0), ny(k,0)€ (0,1}
gegeben. Dabeti ist |Q2) wieder der Vakuumzustand, der eindeutig durch
Ve, o: a(k,0)|Q) =b(k,o)|) =0 (1.5.87)

definiert ist. Es kann also jeder Einteilchenzustand hochstens von einem Teilchen besetzt sein. Die
Antivertauschungsregeln haben somit das Paulische AusschlieBungsprinzip zur Folge.

1.5.3 Poincaré-Symmetrie der quantisierten Dirac-Theorie

Die Symmetrieanalyse des quantisierten Diracfeldes erfolgt analog wie beim Klein-Gordon-Feld in
Abschnitt bzw. elektromagnetischen Feld in Abschnitt Wir berechnen zunichst den kano-
nischen Energie-Impuls-Tensor des Diracfeldes zu

%

O =—— 34 — L8 =idy"dd— LS, (1.5.88)
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Fiir den Energie- und Impulsoperator erhalten wir in der quantisierten Theorie unter Berticksichtigung
der Normalordnungsvorschrift

PV:f £7:0°% = J E%: QT (x)id b(x) (1.5.89)
R R’

wobei wir die Beziehung E}/o = T verwendet haben.
Um die entsprechenden Ausdriicke fiir die Drehimpuls- und Boostoperatoren zu erhalten, miissen wir

die entsprechenden infinitesimalen Transformationen
Drehungen: 8x°=0, 8¥=-8¢x 7, é‘gb:ngE’-igb, (1.5.90)
Boosts: 8x°=-87n-%, SX=-87t, S¢=-i87- %Y, (1.5.91)

mit den entsprechenden Erzeugern fiir die Dirac-Spinordarstellungen fiir Drehungen und Boosts

(1.5.41) bzw. (1.5.30) im allgemeinen kanonischen Noether-Formalismus aus Abschnitt anwen-

den, wobei wir hier stets {2 = 0 setzen konnen). Daraus ergeben sich die gesuchten Drehimpuls- und
Boostoperatoren zu

J= L@ &7 df(x) [a?x (—i§)+i] d(x), (1.5.92)
R = J &5 () [0+t + 7] g(x). (1.5.93)
R3

Beachten wir nun noch, daf§ der kanonische Feldimpuls durch (1.5.61) gegeben ist, so erhalten wir aus
den Antikommutatorregeln fiir die Felder (1.5.62), daf3 sich die Dirac-Feldoperatoren unter Lorentz-
Transformationen wie die klassischen Felder verhalten, wie es sein mufS.

Um dies zu beweisen, betrachten wir zunichst zeitliche und riumliche Translationen. Sie sollten durch
den unitiren Operator
U+ (a) =exp(ia-P) (1.5.94)

gegeben sein. Fiir eine infinitesimale Transformation folgt dann
J'(x')= UT(Sa)(l)(x/)UTT(é\a) =(x)+18a" [P#, 4;(x/)] +0(84%). (1.5.95)
Anwenden der fiir irgendwelche drei Operatoren A, B und C geltenden Gleichung
[AB,C]=A{B,C}—{A,C}B (15.96)
liefert unter Verwendung von und den gleichzeitigen Antikommutatorregeln nach

einfacher Rechnung
[P, d(x")] =—id,d(x). (1.5.97)

Von der Theorie des nichtquantisierten Dirac-Feldes erwarten wir nun, dafl es sich unter infinitesima-
len Translationen gemif3

x'=x—8a, Px')=dP(x)=g(x"+8a)=P(x")+ é‘a”&’#q)(x/) (1.5.98)
verhilt. Der Vergleich mit zeigt unter Verwendung von (1.5.97), daf} dies tatsichlich der Fall

1St.
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Die Rechnung fiir Drehungen und Boosts verlduft genau analog. Die unitiren Transformationen lauten
in diesem Fall™

-

Up(@) =exp(~ig- ),  Ug(7) = exp(+i77-K), (1.5.99)

und die entsprechenden Kommutatorrelationen lauten (Ubung!)
T4 == [ x (=i9)+ ] ¢
(K, g(x)] == [i#6, +itV = 7] g,

Dies fithrt dann zu dem von den klassischen Feldern her zu erwartenden Verhalten unter infinitesima-
len Drehungen bzw. Boosts

(1.5.100)

(1.5.101)

Dies zeigt, dafl die quantisierte Dirac-Feldtheorie tatsichlich eine unitire Darstellung der Poincaré-
Gruppe liefert. Da sich die Feldoperatoren wie ihre nichtquantisierten Analoga wie lokale Felder unter
diesen Transformationen verhalten, haben wir wieder eine lokale Quantenfeldtheorie vor uns. Wie
wir oben gesehen haben, fiihrte zugleich die Quantisierung als Fermionenfeld gemaf3 auch zu
einem positiv semidefiniten Hamiltonoperator. Lokale Observablen, wie der Energie-Impuls-Ten-
sof Joder der erhaltene Strom (1.5.52), die durch bilineare Ausdriicke in den Feldoperatoren gegeben
sind, kommutieren auch stets, wenn die Raumzeit-Argumente raumartigen Abstand haben. Dies folgt
unmittelbar aus der Relation und den Kommutatorregeln zu gleichen Zeiten sowie der so-
eben nachgewiesenen Lorentzkovarianz dieser Ausdriicke. Da kommutierende Observablen unabhin-
gig voneinander wohldefinierte Werte annehmen konnen, bedeutet dies, dafy Messungen, die auf eine
Umgebung in Raum und Zeit beschrinkt sind (also sogenannte lokale Messungen), keine Auswirkun-
gen auf andere lokale Messungen, die in einem raumartig dazu gelegenen Raumzeitbereich stattfinden,
haben koénnen. Es konnen also insbesondere auch keine Informationen tiberlichtschnell ausgetauscht
werden, wie es dem relativistischen Kausalitdtsprinzip entspricht. Man bezeichnet die Vertauschbar-
keit lokaler Observablen auf raumartigen Raumzeitabstanden daher auch als Mikrokausalitit. Die
Dirac-Felder ergeben also eine lokale, mikrokausale Quantenfeldtheorie mit positiv semidefinitem
Hamiltonoperator und besitzt somit eine physikalisch sinnvolle Bedeutung im Sinne der Bornschen
Wahrscheinlichkeitsinterpretation der Quantentheorie. Dies ist, wie schon mehrfach betont, fiir ei-
ne Einteilcheninterpretation des unquantisierten Dirac-Feldes fiir den Fall wechselwirkender Teilchen
nicht moglich. In der Tat zeigt sich, dafl bei relativistischen Streuprozessen neue Teilchen erzeugt und
vernichtet werden konnen, und daher erweist sich die Quantenfeldtheorie als die (bislang einzige) ad-
dquate Beschreibung relativistischer Streuprozesse.

1.5.4 Die diskreten Symmetrietransformationen P, C und T

In diesem Abschnitt betrachten wir die diskreten Symmetrietransformationen der raumlichen Spie-
gelung (Paritit) P, der Ladungskonjugation (Vertauschen aller Teilchen mit ihren jeweiligen Anti-
teilchen) C und der Zeitumkehr oder Zeitspiegelung fiir Dirac-Teilchen. Es wird sich herausstellen,
daf} die Zeitumkehrtransformation antiunitir realisiert werden mufi.

®Man beachte die auf Konventionen beruhenden Vorzeichen!

Streng genommen miifSten wir durch Hinzufligen einer geeigneten Viererdivergenz analog zum Vorgehen beim elektro-
magnetischen Feld den kanonischen Energie-Impuls-Tensor noch symmetrisch unter Vertauschung der Indizes machen, um
einen physikalisch sinnvollen Energie-Impuls-Tensor zu erhalten, aber fiir das jetzige Argument ist dies unerheblich.
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Wir bemerken noch, dafy die schwache Wechselwirkung die einzelnen Symmetrietranformationen
C, P und T ebenso wie die kombinierte Transformation CP verletzt. Allerdings kann man zeigen,
daf} jede lokale, mikrokausale Quantenfeldtheorie mit stabilem Grundzustand invariant unter der
kombinierten Transformation CPT sein mufl. Bislang gibt es keine Hinweise einer Verletzung die-
ser CP T-Invarianz. Der Beweis geht auf Pauli und Liiders zuriick (fiir eine ausfiihrliche Darstellung
vgl. [SW64]).

Raumspiegelungen

Nach dem Wigner-Theorem muf} bei diskreten Symmetrietransformationen untersucht werden, ob
die Transformationen als unitirer oder antiunitirer Operator realisiert werden miissen. Dies lift sich
am einfachsten an der Heisenbergalgebra von Orts- und Impulsoperatoren untersuchen. Da wir uns
hier nur mit massiven oder masselosen Diracteilchen beschiftigen, ist dies auch im relativistischen
Kontext unproblematisch, da fiir solche Felder sowohl Orts- als auch Impulsoperator existieren, die
die Heisenberg-Kommutatorrelationen erfiillen.

Die Raumspiegelung sollte folgendermaflen auf Orts- und Impulsoperatoren operieren:

%' =U(P)XUT(P)=-%, p'=U(P)pU'(P)=—p. (1.5.102)
Die Kommutatorrelationen transformieren sich gemaf3
00 _ L.
[Xi,pj] = [—xi,—p]»] = I:Xl-,pj] =id;. (1.5.103)

Andererseits mufd sich dies aus der kanonischen Kommutatorrelation fiir x und p durch die Ahnlich-
keitstransformation mit U(P) ergeben:

[x;,p;] =U(P) [x,,p;] UT(P) = UP)i8,; UT(P) = 8, (1.5.104)

wobei das obere Vorzeichen fiir einen unitdren, das untere fiir einen antiunitiren Operator gilt. Es muf§
also die Raumspiegeltransformation notwendig durch einen unitiren Operator dargestellt werden.

Der Diracspinoroperator sollte sich unter der Parititstransformation gemif3

$p(t,2)=U(P)(t, UT(P) = npS(P)Y(2,—%) (1.5.105)

transformieren. Dabei ist S(P) eine Spinortransformationsmatrix, die $2(P) = 1 erfiillt und 7, ein
Phasenfaktor. Da U(P) unitir ist, muf} fiir ), die Diracgleichung gelten, d.h. es mufl

S7UPYid — M)S(P)(t, ) = S\ (P)(iy°d, —if- ¥ — m)S(P)(t,—%) = O (1.5.106)
sein. Fiir den Operator ¢ gilt voraussetzungsgemifd die Diracgleichung
(id —m)b = (iy°3, +i7-V — m)p =0. (1.5.107)
Daraus folgt nun aber (1.5.106), wenn
STHPYOS(P) =92, STYP)?S(P)=—7 bzw. STYP)y“S(P)=P* (1.5.108)

gilt. Dabei ist (P#)) = diag(1,—1,—1,—1). Es ist klar, daf} aufgrund der Antikommutatorrelationen
der y-Matrizen,
{r,y"}=2¢"1, (1.5.109)
die Matrix R R
S(P)=S5"1(P)=4° (1.5.110)
sein mufS. Man rechnet auch leicht explizit nach, daf} diese Matrix tatsichlich (1.5.109) erfiillt.
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Ladungskonjugation

Die Ladungskonjugationstransformation C soll Teilchen und Antiteilchen vertauschen. Da ¢ Teilchen
vernichtet und Antiteilchen erzeugt, mufl ¢~ umgekehrt Antiteilchen vernichten und Teilchen erzeu-

gen. Dies ist aber auch fiir den Operator Q)t der Fall. Dabei steht das hochgestellte ¢ fiir Transposition
im Spinorraum. Die Ladungskonjugationsoperation vertauscht mit Orts- und Impulsoperator, woraus
aus den Heisenbergschen Vertauschungsrelationen auf analoge Weise wie oben beim Raumspiegelungs-
operator folgt, dafl sie unitir realisiert werden mufi. Es ist also

o (t,%) = U(C)W(1, DUT(C) = oSO (2,9). (15.111)
Da U(C) unitir ist, muf fiir ¢~ wie fiir ¢ die Diracgleichung gelten, d.h.
§71(CY(d — m)S(OY (1, R) = 0. (1.5.112)

Andererseits gilt fiir den Dirac-adjungierten Operator

$(z,%)(id +m) =0, (1.5.113)

und durch Transponieren bzgl. des Spinorraums folgt daraus

(8" +m)d (t,x)=0. (1.5.114)
Der Vergleich von mit zeigt, daf} die Matrix $(C) die Gleichung
STHCWHS(C) = —(y*)! (1.5.115)

erfiillen muR. In unserer Darstellung der Dirac-Matrizen gilt
(r*) = (=1y", (1.5.116)
und wie man leicht nachrechnet, erfiillt
S(C)=iy*°, $TYC)=iy%?=-§(C) (1.5.117)

die Relationen (1.5.115).

Zeitumkehr

Die Zeitumkehrtransformation muf§ wie folgt auf Orts- und Impulsoperatoren wirken:
U(T)RUY(T)=%, U(T)pUN(T)=-p. (1.5.118)

Eine analoge Rechnung wie oben beim Parititsoperator ergibt, dafl die Zeitumkehrtransformation
antiunitir zu reprisentieren ist. Da ein antiunitdrer Operator mit einer Adjunktion der dhnlichkeit-
stransformierten Operatoren einhergeht, mufy die Wirkung der Zeitumkehrtransormation auf den
Dirac-Feldoperator durch

bp(t, D) = U, ZYUNT) = 0 SN (—1,) (1.5.119)
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gegeben sein. Aus der Giiltigkeit der Diracgleichung fiir {)(z,x) folgt wegen der Antiunitaritit von
u(r)

(—id" — m)d,(z,)=0. (1.5.120)
Dies in eingestzt, liefert die Bedingung
STNTYid" +m)S(TY (—=t,%)=0. (1.5.121)

Ein Vergleich mit ergibt, dafl
STUTOYS(T)==(°), STUDFST)=7" & STy S(T)=T*(y*)"  (15.122)

mit der Zeitumkehrmatrix (7# ) = diag(—1,1,1, 1). In unserer Darstellung der Diracmatrizen (1.5.6)

sind y°, ! und y? reell und y? rein imaginir. Zusammen mit (1.5.116) folgt dann aus (1.5.122)

STy S(T)= —yH. (1.5.123)
Es ist sofort klar, daf} R R
S(TYy=S"YT)=y’ (1.5.124)
mit
y’ =y =iyr'y’y’ (1.5.125)

diese Gleichung erfiillt.
Alternativ konnen wir aber wegen (1.5.111) auch

b (t,2) =0y S(T)S™H(C)he(—t, %) (1.5.126)

schreiben. Da sich ¢~ von ¢ nur um eine unitire Transformation unterscheidet, konnen wir die Zeit-
umkehrtransformation auch mit dem Ansatz

(2, %) = 7 S'(T)(t, %) (15.127)
realisieren. Offenbar ist bis auf eine Phase 7
$(T)=nS(T)S™(C) = nysiy°y* =ny'y’. (1.5.128)
Die Standardwahl der Phase ist 5 =i, d.h.
S(T)=iy'y> =§"~Y(T). (1.5.129)

Setzt man (1.5.127) in die Bewegungsgleichung (1.5.120) des Operators ¢-(¢, X) ein, erhalten wir durch
Vergleich mit der Diracgleichung, die voraussetzungsgemaf? fiir §(z, ¥) gilt, die Bedingungen

STy S (D=7 §TUTFS(T)=-7. (1.5.130)
In der Dirac-Darstellung und der chiralen Darstellung der Diracmatrizen sind y°, y! und 3 reell und

y? rein imaginir, d.h. wir kénnen in der Form
ST = (=1 = () (1.5.131)

schreiben. Man weist durch direkte Rechnung nach, daf§ (1.5.129) in der Tat diese Bedingungen erfiillt.
Alternativ kénnen wir auch das konjugiert Komplexe von (1.5.130) bilden. Wegen [$'(T)]* = —S(T)

ergibt sich fiir diese Beziehungen dann die Form
ST M=), SUDFS(D==7 = SO M=PAGY (1513

mit dem Raumspiegelungsoperator (P# ) = diag(1,—1,—1,—1).
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Sesquilinearformen der Diracfelder

Fiir die Modellbildung fiir Wechselwirkungen sind die Kombinationen ¢I'{ wichtig, wobei I irgend-
welche 4 x 4-Matrizen sein konnen. Solche bilinearen Formen konnen nimlich in der Wechselwir-
kungslagrangedichte mit anderen Feldern geeigneten Wechselwirkungstermen zusammengesetzt wer-
den. Dabei ist aber noch die relativistische Invarianz, also die Invarianz unter eigentliche orthochronen
Lorentztransformationen sowie evtl. unter den oben besprochenen diskreten Transformationen wich-
tig.

Aus dem in Abschnitt besprochenen Transformationsverhalten der Feldoperatoren und wegen

folgt sofort, dafl _
S = (1.5.133)

ein Skalarfeld unter eigentlich orthochronen Lorentztransformationen ist. Wegen (1.5.110) ist es auch
ein Skalarfeld bzgl. Raumspiegelungen.

Ebenso 1st .

VH =yt (1.5.134)
ein Vektorfeld sowohl unter eigentliche orthochronen Lorentztransformationen als auch unter Raum-
spiegelungen. Man spricht in diesem Zusammenhang genauer von einem polaren Vektor.

Aus den Diracmatrizen 1i{3t sich die Matrix

5__:.0.1.2 3 __ i 0,,1,2.3
V=YY =T e VYT (1.5.135)

bilden. Aus der zweiten Form konnen wir vermuten, daf sie sich wie ein Skalar unter eigentlich or-
thochronen Lorentztransformatinen verhilt, was sofort aus der Transformationseigenschaft der Di-
rac-Matrizen und det A = 1 fiir A € SO(1,3)! folgt. Unter Raumspiegelungen wechselt der Ausdruck
allerdings sein Vorzeichen, denn es ist offenbar det % = —1. Folglich ist der Ausdruck

P =y’ (1.5.136)

ein pseudoskalares Feld.

Ebenso ist _
A* =dhyHy Y (1.5.137)

ein Axialvektorfeld, d.h. es transformiert sich unter eigentlich orthochronen Lorentztransformatio-
nen wie ein Vektorfeld, aber unter Raumspiegelungen mit einem zusitzlichen Vorzeichen, d.h. es gilt

<A°(t,a?)> 2 <—A°(t,—f)> _ (1.5.138)

K(t, x) +;x(t, —x)
Schliefilich ist noch ]
SH = EU’UV(.I) mit o= i [r“,y"] (1.5.139)
ein antisymmetrisches Tensorfeld zweiter Stufe.
Da die fiinf Matrizen
14, ys, rH, y“}/s, o (1.5.140)

linear unabhingig sind (Ubung!) und insgesamt 1+ 1+ 4+ 4 + 6 = 16 Matrizen vorliegen, kann man
alle anderen moglichen Sesquilinearformen, die man aus dem Dirac-Spinor bilden kann, aus den oben
definierten Formen durch Linearkombination zusammensetzen. Die Feldoperatoren S, V#, A# und
T sind zudem noch selbstadjungiert (Ubung/).

63



Kapitel 1 - Tetlchen und Felder - eine heuristische Einfithrung

64



[A*08]

[Ble50]

[Gup50]

[Hee08]

[JOO1]

[Noe18]

[PS95]

[SW64]

Literaturverzeichnis

C. Amsler, et al., Review of particle physics, Phys. Lett. B 667 (2008) 1.
http://dx.doi.org/10.1016/j.physletb.2008.07.018

K. Bleuler, Eine neue Methode zur Behandlung der longitudinalen und skalaren Photonen,

Helv. Phys. Acta 23 (1950) 567.
http://dx.doi.org/10.5169/seals-112124

S. N. Gupta, Theory of longitudinal photons in quantum electrodynamics, Proc. Phys.

Soc. A 63 (1950) 681.
http://dx.doi.org/10.1088/0370-1298/63/7/301

H. van Hees, Klassische Mechanik (2008).
http://theory.gsi.de/ vanhees/faq-pdf/mech.pdf

J. Jackson, L. Okun, Historical roots of gauge invariance, Reviews of Modern Physics 73
(2001) 663.
http://link.aps.org/doi/10.1103/RevModPhys.73.663

E. Noether, Invariante Variationsprobleme, Nachr. Ges. Wiss. Gottingen, Math.-Phys. KI.
(1918) 235.
http://dx.doi.org/10.1080/00411457108231446

M. Peskin, D. V. Schroeder, An Introduction to Quantum Field Theory, Addison-Wesley
Publ. Comp. (1995).

R. Streater, A. S. Wightman, Die Prinzipien der Quantenfeldtheorie, Bibliographisches
Institut, Mannheim (1964).

65


http://dx.doi.org/10.1016/j.physletb.2008.07.018
http://dx.doi.org/10.5169/seals-112124
http://dx.doi.org/10.1088/0370-1298/63/7/301
http://theory.gsi.de/~vanhees/faq-pdf/mech.pdf
http://link.aps.org/doi/10.1103/RevModPhys.73.663
http://dx.doi.org/10.1080/00411457108231446

	Teilchen und Felder – eine heuristische Einführung
	Relativistische Raumzeitstruktur und Lorentzgruppe
	Das klassische Teilchenbild
	Die relativistische Kinematik freier Punktteilchen
	Laborsystem
	Schwerpunktsystem

	Das klassische elektromagnetische Feld
	Die Maxwellgleichungen im Vakuum
	Die relativistisch kovariante Form der Maxwellgleichungen
	Lösung der quellenfreien Maxwellgleichungen
	Lösung der Maxwellgleichungen bei vorgegebenen Quellen
	Kanonische Formulierung der Elektrodynamik
	Das Noether-Theorem
	Hamiltonsche Formulierung
	Kanonischer Feldformalismus mit Poisson-Klammern

	Kanonische Feldquantisierung
	Quantisierung des freien Klein-Gordon Feldes
	Quantisierung des freien elektromagnetischen Feldes

	Das Dirac-Feld
	Das klassische Dirac-Feld
	Quantisierung des freien Dirac-Feldes
	Poincaré-Symmetrie der quantisierten Dirac-Theorie
	Die diskreten Symmetrietransformationen P, C und T


	Literaturverzeichnis

