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Kapitel 1

Euklidische Vektorraume

Wir wiederholen zunéchst einige einfache Begriffe, die aus den Mathematikvorlesungen der ersten
beiden Semester bekannt sein sollten. Das dient vor allem dazu, die spezifische Schreibweise
zu etablieren, die wir im folgenden stets benutzen wollen. Sie zeichnet sich gegeniiber vielen
Lehrbiichern (sowohl der Mathematik als auch der Physik) dadurch aus, dafl wir immer mit
invarianten Objekten arbeiten werden, d.h. wir werden stets Vektoren und Tensoren als
solche schreiben, also immer die Basen mitnotieren, auch wenn es manchmal als unbequem oder
»zu ausfiithrlich” erscheinen mag. Meiner Erfahrung nach ist dieser Vorwurf ungerechtfertigt, und
man erspart sich viel Zeit und Miihe, wenn man sich immer klar macht, wie die Basen definiert
sind. Freilich fallen dabei von selbst die fiir konkrete Rechnungen benétigten Formeln fiir die
Komponenten ab.

1.1 Der Begriff des Vektorraums

Ein Vektorraum ist ein geordnetes Paar, bestehend aus einer Menge V' und einem Zahlenkorper
K, also (V,K). Im folgenden verstehen wir unter K immer den Korper der reellen Zahlen R.

Auf diesem Paar werden nun zwei Verkniipfungen definiert, und zwar einmal die Vektoraddi-
tion und zum anderen die Multiplikation eines Vektors mit einer Zahl aus K, die sog. Skalar-
multiplikation.

Diese Verkniipfungen sind im einzelnen wie folgt definiert: Die Vektoraddition bildet eine abel-
sche Gruppe, deren neutrales Element der Nullvektor ist, d.h. im einzelnen

(A1) Die Vektoraddition ist eine Abbildung V x V — V, die wie folgt notiert wird: @, b > @+ b.

-,

(A2) Sind a, b,¢ € V drei beliebige Vektoren gilt stets das Assoziativgesetz: (@ + b) + ¢ =
a+ (b+2).

A(3) Es existiert ein neutrales Element der Addition 0 € V, so daf} fiir alle @ € V gilt:
ai+0=d.

A(4) Zu jedem Vektor @ € V existiert ein inverses Element —a € V bzgl. der Addition, so
daB @+ (—a) :=a—a = 0 gilt.

A(5) Es gilt das Kommutativgesetz, d.h. fir abev gilt stets a + b=b+a.
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Kapitel 1 - Euklidische Vektorraume

Die Skalarmultiplikation erfillt folgende Axiome:

M1) NeK,aeV—=XdeV

-,

M(2) Fiir @,b € V und A € K gilt A\(@+ b) = Ad@ + \b.
M(@3) Fir \,p € Kund @ € V gilt (A + p)d = A\d + pa.

M(4) Fiir alle @ € V gilt 0d = ([}

Der wichtigste Begriff, den man mit diesem System von mathematischen Objekten konstruieren
kann, ist der Begriff der Basis. Dazu definieren wir zunéichst eine Menge von Vektoren {a;}7_,
als linear unabhiingig, wenn die folgende Aquivalenz gilt:

n
Na;=0e M =0 firalle j € {1,...,n}. (1.1)
7j=1

Dabei sind die A’ selbstverstindlich Zahlen aus dem Skalarenkorper Kﬂ

Wir bezeichnen weiter eine Menge von Vektoren {gj}?:l als Erzeugendensystem, wenn zu
jedem Vektor # Zahlen 27 € K existieren, so da8

7= alb;. (1.2)
j=1

Eine Basis ist nun ein Erzeugendensystem aus linear unabhéngigen Vektoren. Der Leser sollte
sich klar machen, da dann die Zahlen 27, die Komponenten des Vektors & bzgl. der Basis {b; }?:1
durch die Wahl der Basis eindeutig bestimmt sind.

Ein Vektorraum, fiir den eine solche endliche natiirliche Zahl d existiert, heifit endlichdimen-
sionaler Vektorraum. Wir gehen in diesem Skript stets davon aus, dafi der Vektorraum end-
lichdimensional ist. Seine Dimension bezeichnen wir mit d.

Im folgenden verwenden wir die Einsteinsche Summationskonvention, falls wir es nicht
anders vereinbaren: Immer wenn ein gleichnamiger Index in einer Formel auftaucht, wobei einer
als oberer Index und einer als unterer Index notiert ist, ist {iber diesen Index von 1 bis d zu
summieren, ohne dafl wir die Summe explizit anschreiben, d.h. wir kénnen Gleichung kurz
auch in der Gestalt

#=a9b; (1.3)

schreiben.

!Man beachte, daB auf der linken Seite der Gleichung die Null des Zahlenkérpers steht, auf der rechten Seite
der Nullvektor. Wir gehen hier und im folgenden davon aus, dafl es keine Verwechslungen dieser Symbole geben
kann.

2Hier und im folgenden bezeichnet in einem Ausdruck der Gestalt A’ die natiirliche Zahl j einen Index, keine
Potenz!



1.2 .- Basistransformationen

1.2 Basistransformationen

Nehmen wir nun an, wir hitten zwei Basen {l;] };l:l und {5; ?:1 gegebe Da Basen vollstandige

Erzeugendensysteme sind, gibt es Zahlen 77, € K und U* j» so daf} gilt
1= T7b;, by = U*b). (1.4)
setzen wir die zweite in die erste Gleichung ein, so folgt sofort

b, = T, U0, (1.5)
Da die Basisvektoren linear unabhéngig sind, folgt daraus sofort, dafl

0 falls k#1

1.6
1 fallsk=1 (1.6)

T]k:Ul] — 5114: — {
sein muf. Fat man also die 77;, und U’ j als d x d-Matrizen T' und U auf, bedeutet li daf3
UT =1 ist, also U und T zueinander inverse Matrizen sind.

Betrachten wir nun noch die Komponenten eines beliebigen Vektors Z bzgl. dieser Basen. Offen-
bar gilt ' .
i =alb; = 27U ;b), :x'kbﬁg. (1.7)

Da die Z;;{ eine Basis bilden, muf} also gelten
b = Uk 2. (1.8)

Man bezeichnet nun (|1.4)) als Basistransformation und sagt, die Basisvektoren transformieren
sich kovariant. Das Transformationsverhalten der Komponenten eines Vektors Z, welches wir
als durch gegeben bewiesen haben, heiffit entsprechend kontravariant. Man sagt auch,
daf sich die Vektorkomponenten kontragredient zu den Basisvektoren transformieren (und
umgekehrt).

Es folgt auf genau die gleiche Weise wie die Herleitung von (/1.8)), dal umgekehrt auch gilt

I (1.9)
Aus der Tatsache, dafl die T'und U inverse Matrizen bilden, folgt, dafl (1.8]) und (1.9]) miteinander

vertraglich sind.

Wir wissen nun also, wie sich die Komponenten von Vektoren bzgl. verschiedener Basen ineinan-
der umrechnen lassen, wenn wir nur wissen, wie die eine Basis sich durch die andere ausdriicken

1iBt. Es ist weiter klar, dafl es ausreicht, wenn man nur die 77}, kennt, denn dann folgen wegen
1' die U* j durch Matrizeninversion.

1.3 Linearformen

Eine Linearform ist eine Abbildung (Funktion) L : V' — K| fiir welche fiir beliebige A, u € K
und a@,b € V gilt

-,

L(AG 4 pb) = AL(@) + pL(b). (1.10)

3Der Leser mache sich klar, daB in einem d-dimensionalen Vektorraum alle Basen stets aus genau d linear
unabhéngigen Vektoren bestehen!
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Daraus folgt sofort, daf} es schon geniigt, wenn man weif}, auf welche Vektoren L eine beliebige
Basis abbildet. Seien ndmlich die d Zahlen

Lj = L(bj) eK (1.11)
bekannt. Dann folgt eindeutig aus 1} daB dann jeder Vektor # = 7 Ej auf
L(Z) = L(27b;) = 27 L(bj) = 27 L; (1.12)

abgebildet wird. Es geniigt also, wenn man beliebige Zahlen L; vorgibt und L(#) = 2/ L; defi-
niert, um eine Linearform zu bestimmen. Umgekehrt folgen die L; aus einer gegebenen Linear-

form durch (L.11]).

Wir bemerken weiter, dafl wir Linearformen in natiirlicher Weise addieren kénnen. Seien dazu L
und M zwei beliebige Linearformen. Dann definieren wir L + M dadurch, daf} fiir jeden Vektor
Z gelten soll (L + M)(Z¥) = L(Z) + M(Z). Da L und M Linearformen sind, ist auch L + M
wieder ein Es ist weiter klar, daB aus L; = L(b;) und M; = M (b;) folgt, daB (L + M); =
(L + M)(g]) = Lj + Mj ist.

Wir kénnen weiter die Linearform L mit einer Zahl A\ € K multiplizieren, indem wir definieren,
daB fiir jeden Vektor Z gilt (AL)(Z) = AL(Z).

Es ist auch leicht zu zeigen, dal dann die Menge aller Linearformen von V einen Vektorraum
bildet, wenn man die Addition und die Multiplikation mit einem Skalar gerade so definiert, wie
wir es eben getan haben. Man nennt diesen Vektorraum der Linearformen tiber dem Vektorraum
V' den Dualraum von V und bezeichnet ihn mit V*.

Wir zeigen nun, dafl dieser Vektorraum wieder d-dimensional ist. Dazu definieren wir die zu Ej
gehorige Dualbasis b/ als diejenigen Linearformen, fiir die gilt

v (b)) = 6. (1.13)
Ist dann L eine beliebige Linearform, dann gilt mit L; = L(l;j)
L=L;t. (1.14)
In der Tat ist ja . o .
L(by) = LV’ (by) = Lo’y = L. (1.15)

Weiter sind die ' auch linear unabhéngige Linearformen, denn aus L = Lkgk = 0 ergibt sich
wegen (1.15) eindeutig Ly, = L(by) = 0.

Betrachten wir nun das Transformationsverhalten der Dualbasisvektoren 5. Dazu miissen wir
nur (|1.4)) und die Definition der Dualbasisvektoren benutzen:

OR,) = ok =0T by) = T0 (By). (1.16)
Das bedeutet aber
v (b)) = UF = 0F = URY, (1.17)

d.h. die Dualbasisvektoren transformieren sich kontragredient zu den Basisvektoren, also kon-
travariant wie die Vektorkomponenten geméaf (|1.8)).

Wir zeigen nun, daf sich entsprechend die Komponenten L; demgeméfl kovariant transformie-

ren. In der Tat ist wegen ([1.17)
L= Liib* = Ljb7 = LiU7 8% = Ly = U7 L = L = T Ly (1.18)

4Der Leser schreibe den sehr kurzen Beweis auf!
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1.4 Der Bidualraum

Es ist nun nur logisch, dafl man auch den Dualraum des Dualraums, den sog. Bidualraum,
betrachtet, also die Linearformen von Linearformen. Es mag den Leser erfreuen, dafl wir sogleich
sehen werden, dafl wir dadurch nichts wesentlich neues gewinnen, sondern dafl der Bidualraum
auf ,natiirliche Art” isomorph zum urspriinglichen Vektorraum ist.

Sei also B* eine Linearform im Dualraum des Vektorraums, also eine lineare Abbildung B* :
V* — K. Es ist klar, dafl auch diese Linearformen einen Vektorraum bilden, den wir mit V**
bezeichnen.

Wir wollen nun einen ,natiirlichen Isomorphismus” vom Vektorraum in den Bidualraum finden,
d.h. wir suchen eine lineare Abbildung A : V' — V** die unabhéngig von jeglicher Basiswahl
definiert ist. Wir tun dies, indem wir B Ajz so definieren, dafl Az(L) = L(B) fiir L € V* ist.
Es ist klar, dafl A : linear ist, da die L Linearformen sind, d.h. es gilt

AAE—i—,ué = /\AB'—F,MAC-: (1.19)

fiir alle A, n € K und alle B,C € V.

Um nun zu zeigen, dafl es sich um einen Isomorphismus handelt, miissen wir nur zejgen, daf} der
Kern der Abbildung A nur den Nullvektor enthélt, d.h. daff aus A 5 = 0 folgt, dal B = 0 ist. Das
ist aber tatséchlich der Fall, denn A5 = 0 hat zur Folge, daf§ fiir eine beliebige Dualbasis bi gilt
A E(l_ﬁ) — b'(B) = B' = 0, d.h. alle Komponenten von B bzgl. der Dualbasis b¢ verschwinden,

womit B = 0 erwiesen ist. Da der Vektorraum V endlichdimensional ist, ist damit A : V. — V**
schon als Isomorphismus erwiesen. Im folgenden identifizieren wir stets V** mit V in diesem
Sinne, d.h. ein jeder Vektor v wird auch als Linearform auf V* aufgefafit in dem Sinne, daf}

(L) = L() fiir L € V*. (1.20)

=1

Es ist klar, dal diese Definition unabhéngig von der Basiswahl ist. Es gilt offenbar
¥(L) = v'Ly, (1.21)

wobei die v* die Komponenten von @ bzgl. einer beliebigen Basis b; und L; die Komponenten
von L bzgl. der dazugehorigen Dualbasis b’ sind. Die Unabhéngigkeit dieses Ausdrucks von der
gewihlten Basis folgt auch aus der Tatsache, daf sich die L; kovariant und die v* kontravariant
transformieren. Dazu miissen wir nur und verwenden:

V'L = U0 TR Ly = 8% 07 Ly = v L. (1.22)

1.5 Tensoren

Es liegt nun nahe, sog. Multilinearformen zu definieren, d.h. Abbildungen

T: VXV x...xV*xVxVx...xV =K, (1.23)

r mal s mal

die in jedem Element linear sind. Wir bezeichnen eine solche Abbildung als Tensor vom Typ

(2)-
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Ist nun I;j wieder eine Basis und b* die dazugehorige Dualbasis, dann ist der Tensor lb
offenbar durch die d"** Zahlen

—

Thker = TO" 6% .. 6% by, by, ..., b) (1.24)

vollstdndig bestimmt. Man rechnet auch sofort nach, daf§ sich diese Tensorkomponenten ge-
maéf ihrer Indexstellung unter Basiswechsel ko- bzw. kontravariant transformieren:
KLk, K,

— i, L ds TR L TR ki,ka...kr
imgy =T T Uy - UPrge, T 5 750 (1.25)

!
T
. . . . . r . r! . r+4r’ .
Offensichtlich kénnen wir nun aus einem (S)— und einem (S,)—Tensor einen (] +S,) Tensor definieren,
indem wir deren Werte punktweise multiplizieren. Dies nennen wir das Tensorprodukt zweier
Tensoren:

T®S(L17L27”'7L7“7M17M27”'MT’;flanw"7f87g17g27"‘7g8’)

o . oo R (1.26)
= T(Ll,LQ, .. .7LT;$17$2, .. .,.Z'S)S(Ml,MQ, .. .Mrz;yl,yg, Ce ,ys/).

Offenbar ist die Basis des (r 4 s)-dimensionalen Vektorraums der (7)-Tensoren, auf die sich die
Tensorkomponenten ([1.24)) beziehen, durch die Produktbasis

Ly =l @ @b, @V @ @b (1.27)

gegeben.

Eine weitere basisunabhéngige Manipulation ist die Kontraktion eines (f)—Tensors zu einem
(ij)—Tensor. Gleichwohl definiert man sie am besten iiber die Tensorkomponenten bzgl. ei-
ner Basis und ihrer dazugehorigen Dualbasis. Man setzt einfach einen beliebigen oberen Index
gleich einem beliebigen unteren Index, was dann aufgrund der Summationskonvention auch die
Summation {iber dieses Indexpaar impliziert. Der Leser kann zur Ubung nachweisen, daf3 diese
Prozedur in der Tat eine basisunabhéngige Manipulation ist, daf} also

kiokp_1  rpkiode_il
Sj1~~-js—1 _le~--jsf1l (1'28)

tatséchlich Tensorkomponenten sind.

In diesem Zusammenhang ist ein Skalar ein Tensor der Stufe (g), denn wenn man alle Ten-
sorkomponentenindizes eines Tensors kontrahiert, erhélt man eine Zahl, einen Skalar eben. Als
Linearform betrachtet, bedeutet er einfach die skalare Multiplikation von Vektoren, Dualvekto-
ren bzw. allgemeinen Tensoren.

1.6 Skalarprodukte

Ab jetzt setzen wir K = R, d.h. wir setzen jetzt voraus, dafl wir einen reellen Vektorraum
vorliegen haben.

Eine symmetrische Bilinearform, also ein (g)—Tensor S heifit Skalarprodukt, wenn sie positiv
definit ist, d.h. es gilt

S(Z,9) = S(y, %) fir alle 7,y € V,
S(z,%) > 0 fiir alle £ € V, (1.29)



1.6 - Skalarprodukte

Im folgenden schreiben wir statt S(Z,¢) einfach Z - ¢ oder noch einfacher y. Ein Vektorraum
mit Skalarprodukt heifit Euklidischer Vektorraum.

Mit dem Skalarprodukt ist eine Zusatzstruktur auf dem Vektorraum definiert, welche eine ,na-
tiirliche”, d.h. basisunabhéngige Abbildung zwischen Vektoren und Linearformen erlaubt. Daf}
V und V* isomorph sind, ist ja ohnehin klar, weil beide Vektorrdume die gleiche Dimension ha-
ben. Ohne eine Zusatzstruktur wie das Skalarprodukt benétigt man jedoch immer Basen (z.B.
eine Basis in V' und ihre Dualbasis) um einen Isomorphismus anzugeben. Die Isomorphismen
identifizieren dann einfach die Komponenten der Vektoren und der Linearformen, aber diese
Zuordnung héngt von der Wahl der Basen ab.

Mit dem Skalarprodukt ist das nicht so. Haben wir es erst einmal festgelegt, konnen wir es
benutzen, um einen koordinatenunabhéngigen Isomorphismus zwischen V und V* zu definieren.
Dazu definieren wir die Abbildung S : V' — V* mit & — Sz dadurch, dafl wir setzen Sz(y) = Zy.
Es ist klar, daf3 Sz eine Linearform ist, und da das Skalarprodukt Bilinearform ist, ist es auch eine
Lineare Abbildung V' — V*. Weiter ist die Abbildung auch injektiv, denn wegen der positiven
Definitheit des Skalarprodukts folgt aus Sz = 0 wegen Sz(¥) = ¥ = 0 zwingend, dal & = 0
sein muf}. Da die Vektorrdume V und V* definitionsgeméf} endlichdimensional sind, ist folglich
S ein Isomorphismus. Dieser ist vollkommen unabhéngig von der Wahl jeglicher Basen, denn
wir haben ja gar keine Basen verwendet.

Seien nun Ej wieder eine Basis und 0% die dazugehorige Dualbasis. Wie jeder (g)—Tensor ist das
Skalarprodukt durch dessen Komponenten eindeutig bestimmt:

ik = bb. (1.30)

Das Skalarprodukt zweier Vektoren 148t sich damit wie folgt durch die Vektorkomponenten bzgl.
der Basis b; ausdriicken:

70— xjykgjﬂk — gjkxjyk- (1.31)
gilt
Sz = x;b0 = gtV (1.32)

Man nennt daher die x; auch die kovarianten Komponenten des Vektors . Man erhélt sie
durch ,Indexziehen” mit Hilfe der Komponenten g;; des Skalarprodukts. Man mufl aber immer
im Hinterkopf behalten, daf3 dies in dem Sinne des natiirlichen Isomorphismusses S zwischen
Vektoren und Linearformen gemeint ist und dafl sich die so definierten kovarianten Komponen-
ten immer auf die Dualbasis & zur gegebenen Basis b, beziehen. Daf korrekt ist, ist
unmittelbar einsichtig:

zV (y) = :rjl_;j(ykbk) = :Ejyk5jk = :r:kyk = gjkzrjyk = 7y = Sz(v). (1.33)

Es ist weiter klar, dafl g5 eine symmetrische invertierbare d x d-Matrix bildet. Das folgt daraus,
daB3 S : V — V* ein Isomorphismus ist. Die entsprechende Umkehrmatrix bezeichnen wir einfach
mit ¢/, und es gilt die weitere Indexziehregel

ol = gy, (1.34)
d.h. man kann das Skalarprodukts auch durch die kovarianten Vektorkomponenten ausdriicken:

Ty = gjkl’jyk. (135)

11
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Es ist klar, daf} sich diese Regeln auf Tensoren hoherer Stufe verallgemeinern und damit die
Kontraktion von Tensoren zu Tensoren niedrigerer Stufe verallgemeinern 148t. So sind z.B. fiir
cinen Tensor 7' der Stufe (J)

S/ =Ty, (1.36)

. . . . 1 .
die kontravarianten Komponenten eines Vektors, also eines Tensors der Stufe (0). Der einfache
Beweis sei wieder dem Leser iiberlassen.

1.7 Orthonormalbasen

Eine Basis € des Vektorraums V' heifit Orthonormalbasis, wenn

€j€r = djk (1.37)
ist.
Wir zeigen jetzt, daf es stets eine Orthonormalbasis gibt. Wir kénnen sie aus einer beliebigen

Basis b; mit Hilfe des Schmidtschen Orthonormalisierungsverfahrens konstruieren. Dazu
definieren wir zunéchst

& = by. (1.38)

Dies ist stets moglich, denn es sind die Ej voneinander linear unabhéngig, also insbesondere von
Null verschieden. Also ist 5151 > 0, und die Wurzel ist reell. Offensichtlich gilt €17 = 1. Dann
kénnen wir weiter bilden

by, = by — (€1b2)é. (1.39)
Da die Vektoren by, linear unabhéngig sind, ist 1_9"2 ebenfalls linear unabhéngig von den iibrigen

by, und auch zu €7. Setzen wir nun
1 =
/

— (1.40)
\/ b5

haben wir immerhin schon erreicht, daf§ €} und €5 zueinander orthogonal, d.h. €1€s = 0, und
normiert, d.h. €17 = €€ = 1 sind.

—

€y =

Auf diese Art verfahren wir rekursiv weiter, bis wir d orthonormierte Vektoren gefunden haben:
- - n - 1 -

el = bng1 — Z(gkbn+1)€ka 1 = —m=———=—=by, 11

k=1 Vo1t

Der Vorteil der Orthonormalsysteme ist, dafl die Komponenten des Skalarproduktes besonders
einfach werden:

(1.41)

9ik = é}ék = 5jk = gjk = (5jk. (1.42)
Die ko- und kontravarianten Komponenten miissen also in diesem Fall im Sinne des Isomor-
phismusses nicht mehr unterschieden werden. In vielen Lehrbiichern wird deshalb in
euklidischen Vektorrdumen grundsétzlich nur mit unteren Komponenten gerechnet und eine
Unterscheidung zwischen Basen und Dualbasen gar nicht mehr vorgenommen. Vielmehr werden
gleich die Linearformen mit den Vektoren im Sinne des Isomorphismus identifiziert. Dies
fiihrt aber hdufig zu Verwirrung, und es lohnt sich, allgemeine Rechnungen zunéchst im allge-
meinen Tensorkalkil auszufithren und dann im konkreten Falle, daffl man mit Orthonormalbasen
rechnen will, zu spezialisieren. Namentlich in der Tensoranalysis, die wir im nédchsten Kapitel
behandeln, wird uns diese Auffassung sehr zugute kommen.

12



Kapitel 2

Tensorfelder und deren Ableitungen

Jetzt wenden wir uns der Analysis von Funktionen zu. Dazu legen wir den d—dimensionalen
Vektorraum V' zugrunde. Es sei weiter b; eine Basis und &’ die dazugehorige Dualbasis.

2.1 Die Norm

Wichtig fiir die Analysis ist es zunéchst, daf§ durch das Skalarprodukt nicht nur die algebraische
Identifikation zwischen V und V* méglich wird, sondern der R? auch zu einem normierten
Vektorraum wird, d.h. die Abbildung || - || : V — R mit [|Z|| = VZZ bildet eine Norm, d.h. es
gilt

(N1) [|Z||=0«<Z=0,
(N2) ||IAZ]| = |A|||Z]| fir alle A € R und & € V,
(N3) (17 + gl < [|Z]] + [|#]] fiir alle Z, 7 € V.

Die ersten beiden Axiome folgen unmittelbar aus den Eigenschaften des Skalarproduktes. Allein
die letzte Bedingung, die sog. Dreiecksungleichung ist ein wenig schwierig zu beweisen. Dazu
bedienen wir uns eines Tricks, der in solchen Féllen héufig zum Erfolg fiihrt. Fiir beliebige
Vektoren &, 7 € V betrachten wir das quadratische Polynom

P(X) = (F+ )& + Aj). (2.1)

Wir wissen, daf} dieses quadratische Polynom > 0 ist. Es besitzt also entweder gar keine oder
genau eine doppelte reelle Nullstelle.

Die Losung der Gleichung P(\) = 0 muf also zwei zueinander konjugiert komplexe oder eine
doppelte reelle Nullstelle besitzen. Wegen

P(\) = a+ 20X\ + c)\? (2.2)

mit a = Z¥, b = £y und ¢ = yij miissen wir zwei Féille unterscheiden.

Sei zunédchst ¢ = 0. Dann ist wegen der positiven Definitheit des Skalarprodukts aber sogar
¥ =0, also b = ¢ = 0, und damit P(\) = a > 0. Die Ungleichung (N3) ist dann trivialerweise
mit dem Gleichheitszeichen erfiillt.
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Falls i # 0, gilt
2
at2A+eXt=0= 22+ A+ 2= (2.3)
C C

Die Losungen dieser Gleichung lauten nun aber
1
)\1/2 = *(—b + V b2 — CLC). (24)
c

Damit also diese Nullstellen komplex oder allenfalls beide gleich reell sind, mufl der Ausdruck
unter der Wurzel, d.h. die Diskriminante der quadratischen Gleichung, negativ oder 0 sein,
also

b < ac = (7Y)° < (22)(59) = 179 = ||1]/[|7]- (2.5)

Das ist die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung fiir Skalarprodukte, die auch fiir sich gesehen
eine wichtige Rolle spielt. Damit folgt aber

(E+P(T+g) = TZ+225+§7 < T2+ 2079 +77 < |2)° + 2|2 |7 + 191° = (IZ] +|71)°. (2.6)
Whurzelziehen liefert gerade die Ungleichung (N3).

Wie man in der Analysisvorlesung lernt, kann man mit Hilfe einer solchen Norm Grenzwerte
definieren wie mit reellen Zahlen und auch mit diesen Grenzwerten rechnen. Wir wollen darauf
aber nicht genauer eingehen, sondern gehen davon aus, dafi diese Formalitdten allgemein bekannt
sind.

Wir kénnen mit Hilfe einer Basis 5j ohnedies alle diesbeziiglichen Manipulationen auf die ent-
sprechenden Manipulationen in R? zuriickfithren. Solange wir nur mit solchen Objekten in V und
V* operieren, fiir die die Wahl der Basis irrelevant ist, erhalten wir dann eine Analysis fiir Vek-
toren und Tensoren im Vektorraum V. Freilich benétigen wir hier ein weiterfithrendes Konzept,
ndmlich tensorwertige Funktionen, die wir in der Physik auch Tensorfelder nennen.

2.2 Tensorfelder

Wir betrachten zunéchst Tensorfelder in einem beliebigen endlichdimensionalen Vektorraum,
also ohne von den FEigenschaften des Skalarproduktes Gebrauch zu machen.

Eine Abbildung f : V' — T7 heifit Tensorfeld vom Typ (}). Fiir die Analysis ist es nun
entscheidend, dafl wir iiber die Komponenten des Tensorfeldes und seines Argumentes bzgl.
einer beliebigen Basis Ek und der dazugehorigen Dualbasis bk die gewoOhnliche Analysis der
reellwertigen Funktionen von mehreren Argumenten zur Verfiigung haben. Mit einem Tensorfeld
sind ja seine Komponenten bzgl. der Basis und der Dualbasis iiber definiert. Die Basis
des Vektorraumes 77 der Tensoren vom Typ (i) bezeichnen wir wie in festgelegt. Die
Tensorkomponenten bzgl. dieser Basis sehen wir weiter als Funktionen der Vektorkomponenten
27 an, d.h. wir setzen o

F(@) = fl @5 (2.7)
Es ist klar, daB wir die Funktion f7-Jr : R% — RI partiell ableiten kénnen, wenn diese
Ableitungen existieren. Dies geniigt jedoch nicht, wenn wir sicher sein wollen, dafl wir dann
tatsdchlich wieder ein Tensorfeld erhalten. Wir miissen dies vielmehr beweisen. Wir zeigen nun,
dafl durch Ableiten der Komponenten tatséichlich wieder Tensorkomponenten eines neuen (S_TH)—
Tensorfeldes entstehen, ndmlich

= 0 k1...kr iINTIT1- s ki...kr iNTII1- s
D) = gy i @B = 155 (28)
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Um das zu zeigen, miissen wir zunéchst das Transformationsverhalten der Tensorkomponenten
studieren. Wegen 1' gilt offenbar

Wir fassen dabei die Komponenten bzgl. der gestrichenen Basen als Funktionen der z’ kl, die
Komponenten bzgl. der ungestrichenen Basen als Funktionen von z* auf. Wegen {i ist nun

!
Ox'* i ok

k
Mit der Kettenregel ist also
ir..g i/ 81‘k 0 ; ; / /
131 dr /Jl-qu _ 91, L ds TR, L TR, pRuR2e ke
oot = ax/k’f kikl = 9l agckT e T U e U f55. 05 (2.11)

— Tk J1 o, ..o ds TR, L TR 1. Jr
=T k/T ]i T ];U 1k1 U kr Tk ks

Das bedeutet, da$ sich die in (2.8]) definierten Komponenten von Df tatsichlich wie die Kom-
ponenten eines (sil)—Tensors transformieren. Man beachte, daf3 die partielle Ableitung nach den
kontravarianten Vektorkomponenten stets einen weiteren kovarianten Index erzeugen.

2.3 Generalisierte Koordinaten und holonome Basen

Oft ist es in den Anwendungen in der Physik sehr zweckméfig, statt der Vektorkomponenten
27 beliebige Parameter ¢* zu verwenden. Auch hier wenden wir obere Indizes an, obwohl die ¢*
i.a. keine Vektorkomponenten sind. Da wir im Moment lediglich lokale Eigenschaften von
Tensorfeldern betrachten, geniigt es hier, wenn die ¢* eine offene Teilmenge von V umkehrbar
eindeutig parametrisieren. Wir formulieren dies gleich mit Hilfe der Vektorkomponenten bzgl.
einer Basis gj. Wir fassen dabei 27 als umkehrbar eindeutige Funktion der ¢* auf:

U —=U', g2’ (2.12)

Dabei sind U, U’ C R? offene Mengen!}

Da die Abbildung (2.12)) definitionsgeméafl umkehrbar eindeutig ist, konnen wir sogleich neue
Basen definieren, indem wir die partiellen Ableitungen nach den ¢* bilden:

L
Dabei ist zu beachten, daf3 dies ein Vektorfeld ist, d.h. es hingt von Z ab, weil es eine Funktion
der generalisierten Koordinaten ¢* ist. Daf es sich um eine Basis handelt, folgt aus dem aus der
Analysisvorlesung bekannten Satz von der Ableitung Umkehrfunktion, wonach die Matrix

) J
i om 2 211
fir alle ¢ € U invertierbar ist, und daf}
_ gk
(T7hF, =U¥, 57 (2.15)

'Hier und im folgenden bezeichnet ¢ (ohne Index) einfach das geordnete Tupel (g*).
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Kapitel 2 - Tensorfelder und deren Ableitungen

gilt. Die Transformationen zwischen diesen holonomen Basisvektoren g;c und deren Dualvek-
toren b'* sind also gemsf 1) und 1) durch

1_73C = Tjkgj, v = Ukjl_;j (2.16)
b = U0, bF =107 ’

bestimmt. Wir kénnen nun die kovariante Ableitung (2.8) auch mit Hilfe der generalisierten
Koordinaten, der Basis bk und der dazugehorigen Dualba51s V'* ausdriicken. Die gestrichenen

Komponenten des Tensorfeldes mégen sich im folgenden auf die Basen V% und bﬁv beziehen.

Zunachst bemerken wir, daf fiir Tensorprodukte die Produktregel

D(f®g) = (Df)® g+ f®(Dg) (2.17)

gilt. Dabei sind f und g beliebige Tensorfelder. Um also die kovariante Ableitung des Ten-
sorfeldes zu bestimmen, miissen wir zunéchst die Ableitungen der Basis l_)’%, der dazugehorigen
Dualbasis '% und eines skalaren Feldes bzgl. dieser Basen bestimmen. Auflerdem wollen wir alle
Ableitungen durch Ableitungen nach den verallgemeinerten Koordinaten ¢ ausdriicken.

Beginnen wir mit der kovarianten Ableitung eines Skalarfeldes s. Bzgl. der konstanten Basis l_;k
und ihrer Dualbasis b* konnen wir unmittelbar die Definition 1) anwenden:

L Os -
=5 ; = b 2.18
= ow ’ OqF g ( )
Das bedeutet, daf die Komponenten der kovariante Ableitung eines Skalarfeldes (was man auch
als Gradient des Skalarfeldes bezeichnet) bzgl. zu generalisierten Koordinaten gehorigen ho-
lonomen Basen einfach durch die Ableitung des Feldes nach diesen generalisierten Koordinaten
gegeben sind.

Jetzt benotigen wir noch die Ableitungen der Basisvektoren E_;; und der Dualbasisvektoren b'%.
Es gilt

- T o - TF; / ’
Db, = D(T*;b;,) = 8{93:/5’@@— 8833/ T U 0 @ b, = T80 @b, (2.19)
N——
92k /(9¢70q")
Die Ausdriicke )
o“x™
k _ 171k
It =U " Hgiad (2.20)

bezeichnet man als Christoffelsymbole.

Auch die kovariante Ableitung der Dualbasisvektoren lassen sich mit Hilfe der Christoffelsymbole
ausdriicken. Dabei miissen wir allerdings ausnutzen, daf§ die Matrix U invers zur Matrix T ist:

k Tl
Uk, = 6%, = const = %an + U¥, 88 — =0. (2.21)
Mit Hilfe dieser Beziehung finden wir nach einigem Rechnen:
Dv*F = -1t §™ e (2.22)
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2.3 . Generalisierte Koordinaten und holonome Basen

Wegen ([2.17)) kénnen wir nun unter Zuhilfenahme von ([2.18]), (2.19) und (2.22)) die kovarianten
Ableitungen von beliebigen Tensorfeldern bestimmen. Als Beispiel sei die kovariante Ableitung
eines Vektorfeldes V' mit Hilfe der generalisierten Koordinaten ausgedriickt:

DV = D(V"b) = (9,V")6"7 @ b} + V''TEYT @ b, = (9,V" + T, V'E)7 @ b .= D, V' (2.23)

Bis jetzt haben wir noch nicht vom Skalarprodukt Gebrauch gemacht. Wir zeigen nun, dafl die
Christoffelsymbole sich mit Hilfe der Komponenten

i = b3y, (2.24)

ausdriicken lassen.
Dazu bemerken wir, daf3 das Skalarprodukt im Sinne von Tensorfeldern betrachtet ein kon-
stantes Tensorfeld vom Typ (g) ist. Es gilt also DG = 0, denn bzgl. der festen Basis b; ist

G = gjkl;j ® b* mit konstanten Koeffizienten gjk- Da DG ein Tensorfeld vom Typ (g) ist, gilt
diese Gleichung auch bzgl. der holonomen Basis. Das fiihrt zu nichttrivialen Beziehungen fiir die
Tensorkomponenten des Skalarprodukts, die nun freilich von ¢ abhédngen, denn es ist ja

I = Vb, (2.25)

und die holonomen Basisvektoren hiangen von ¢ ab. Nun ist nach unserer Regel zur Bildung der
kovarianten Ableitung

Digj = gk — Péjgl/k - Fﬁkgéz = 0. (2.26)
Wir schreiben zur Abkiirzung
Lrij = TG0k (2.27)
(2.26) notieren wir dann in der Form
995k = Trij + Tjik- (2.28)

Dieselbe Gleichung lautet nach zweimaliger zyklischer Vertauschung der Indizes ijk:
9k = Tijk + Tji, Okgij = Tjki + Dikj- (2.29)

Weiter wissen wir, dafl die Christoffelsymbole symmetrisch in den beiden letzten Indizes sind.
Addieren wir die beiden ersten und subtrahieren wir die letzte Form dieser Gleichungen vonein-
ander, ergibt sich schliellich

1
Thij = 5 (01gj + 99 — Ohiy): (2.30)

Die urspriinglichen Christoffelsymbole erhalten wir schlielich, indem wir (2.27)) mit Hilfe der
kontravarianten Komponenten des Skalarproduktes umkehren:

1
Ti; = 59" (05} + g0, — Ohly)- (2.31)

Weil wir es spater noch oft bendtigen, fithren wir an dieser Stelle das Levi-Civita-Symbol ein.
Dazu definieren wir

N {sign[ul, sda)] falls i) € S .32)

0 sonst.
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Dabei bezeichnet S; die Menge der Permutationen der d Zahlen 1,2,...,d, und das Signum
dieser Permutation ist +1, falls man sie durch eine gerade Anzahl von Vertauschungen zweier
Zahlen und —1, falls man sie durch eine ungerade Anzahl solcher Vertauschungen erhilt. Es sei
schon hier betont, dafl das Levi-Civita-Symbol i.a. nicht Komponenten eines Tensors bezeichnet!

Als erstes kénnen wir das Levi-Civitasymbol dazu benutzen, die Determinante der Metrikkom-
ponenten zu berechnen. Nach der Leibnizschen Definition der Determinante ist ndmlich

o 1o
g' = det(glp) = A g gja = S ATIARRG g (2.33)
Dabei haben wir im letzten Rechenschritt ausgenutzt, dal wir die Spalten beliebig permutieren
kénnen, ohne dafl sich der Betrag der Determinante &ndert. Es ergibt sich nur stets das Signum
der Permutation. Dem tragen wir mit dem zweiten Levi-Civita-Symbol Rechnung und addieren
geméafl der Einsteinschen Summationskonvention iiber alle moglichen Permutationen der Spal-
tenindizes, wodurch wir gerade d!-mal die Determinante addieren. Daher stammt der Faktor
1/dL.

Nach dem Satz vom Inversen einer Matrix ergibt sich daraus fiir die kontravarianten Kompo-
nenten der Metrik 1

17k __ kko.. kg 1 /

Ik _ g/(d — 1)!AJJ2 Ja A\ Kk2 dgj2k2 SRy T (2'34)

Weiter bilden wir die partielle Ableitung der Determinante der Metrik

g

By = %Ah...jmkl...kd[

, / / / o, ’ / 2.35
(ajgjlkl)gj2k2 © " Gjaky + 9j1k1 (aﬂgj2k2)gj3k3 © " Gjaky + ( )

/ ’ ]
t Gk Gjaka s (8jgjdkd)]'

Nach dem Entwicklungssatz fiir Determinanten bildet aber zusammen mit den Levi-Civita-
Symbolen jeder der d Summanden in der eckigen Klammer den gleichen Ausdruck. Mit Hilfe

von ([2.34) kénnen wir also
35»9/ = 99" (9j9m) (2.36)

schreiben. Eine Anwendung ist die Kontraktion der Christoffelsymbole. Wegen (2.31)) gilt ndm-
lich unter Benutzung von ([2.36))

) 1, 1 1

Als Beispiel fiir die Anwendung dieser Formel betrachten wir die Divergenz eines Vektor-
feldes, welche als die Kontraktion der kovarianten Ableitung desselben definiert ist. Aus (2.37)
ergibt sich dann aus in allgemeinen holonomen Komponenten:

o . 4 o 1 .
divV =D;Vi=g,Vi+ T VI = ﬁai(\/mﬂ). (2.38)

2.4 Krummlinige Orthonormalkoordinaten

Ein besonderer Fall von verallgemeinerten Koordinaten ¢ liegt dann vor, wenn die Vektoren l_)‘;C
aufeinander orthogonal sind, d.h. wenn 6;{5; = 0 fiir alle k # j ist. In diesem Abschnitt wollen
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wir die Einsteinsche Summationskonvention nicht benutzen. Wir schreiben hier also
alle Summen explizit hin. Die Summen laufen dabei immer entsprechend der Dimension des
zugrundeliegenden Vektorraumes von 1 bis d. Dann definieren wir

— 1 -
hj = U3V, & = T 3 (2.39)

Dann gilt voraussetzungsgemé3
€j€x = Ojk, (2.40)

und die €; bilden ein Orthonormalsystem. Wir bezeichnen die dazugehorige Dualbasis wie iiblich
mit & und die Tensorkomponenten bzgl. dieser Basen mit einer Tilde iiber dem Symbol, also:
T= Y Tk (2.41)

Ji---Js
jl? 7k

Weiter gilt wegen

1 . . o
= () = & = . (2.42)
J

Man beachte, dafl hierbei geméfl unserer obigen Verabredung nicht iiber j zu summieren ist!

Aus (2.41)) folgt dann

N | | (2.43)

G1yeeskr p=1 kPo‘ 1
Also ist

A H . thh (2.44)
oder \

T = 1 T @49

Weiter bemerken wir, dafl in diesem Falle die Determinante der Metrik bzgl. der holonomen
Koordinaten durch

d
g=11"r (2.46)
j=1

gegeben ist. Man kann also fiir Orthogonalkoordinaten leicht mit Hilfe von (2.42)-(12.46]) sdmtli-
che Rechnungen, die man mit den Komponenten bzgl. holonomer Koordinaten ausdriicken kann,
auch mit den Komponenten bzgl. der Orthonormalbasen hinschreiben.

Es folgt z.B. aus (2.18)) fiir den Gradienten eines Skalarfeldes s:

Ds =Y (9s)t =" F(@}s)é’j = Djs = 7 (0)5). (2.47)

7 i J J

Fiir die Divergenz eines Vektorfeldes finden wir hingegen:
o 1 V9 i
divV =—)» 9 (V’) . 2.48
V9 Z hi 2
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2.5 Alternierende Formen

Wie wir spéater bei der Integration noch sehen werden, nehmen die sog. alternierenden Formen
eine besondere Stellung in der Vektoranalysis ein, und zwar deshalb weil bestimmte Kombinatio-
nen von kovarianten Ableitungen identisch sind mit den partiellen Ableitungen nach beliebigen
generalisierten Koordinaten.

Zunéachst definieren wir eine alternierende p-Form w als einen total antisymmetrischen (g)—
Tensor. Dabei heifit totale Antisymmetrie, dafl

(T T Tl ) = =Ty ey Ty T3 T) (2.49)

fir beliebige Vektoren o1, ...,7,, d.h. vertauscht man zwei Argumente wechselt der Wert der
Multilinearform stets einfach das Vorzeichen. Fiir die Komponenten bzgl. einer beliebigen Basis
gilt demnach insbesondere

Wit ooty = Wit et (2.50)
Es ist klar, dafl die Menge der alternierenden p-Formen einen Untervektorraum des Tensorraumes
T}(,) bildet, den wir mit A, bezeichnen wollen.

Weiter ist das alternierende Tensorprodukt oder Keilprodukt wichtig. Offensichtlich erhélt
man namlich aus einer p-Form w und einer ¢g-Form w’ eine p + ¢-Form, indem man definiert

(w VAN w/)(171, e ,17p,17p+17 e 17P+q)
sign(r) - . . 2.51
= Z ] w(vT(l), e ,UT(p))oJ/(UT(p+1), e UT(p—I—q))' ( )
TESp+q Pe

Dabei durchlauft = die Menge Sp4, der Permutationen der Zahlen 1,2,...,p +q.

Die alternierenden Formen kénnen dann mit Hilfe mehrfacher Keilprodukte der Dualbasisvek-
toren ausgedriickt werden:

N o 1 o o
w = wjl_,_jpb“ R Qb = f'wjl_._jpbh A ANDP, (2.52)
p!
Dabei nutzen wir aus, dafl die Komponenten total antisymmetrisch unter Vertauschung der
Indizes sind, so dafl durch das Antisymmetrisieren der direkten Produkte einfach p!-mal die

gleiche p-Form addiert wird, was wir durch Division durch eben diese Zahl wieder wettmachen.
Es ist auch klar, daf§ der Vektorraum A, der p-Formen die Dimension (Z) besitzt. Es ist klar, daf
es fiir p > d nur genau eine p-Form gibt, ndmlich die triviale, die alle Vektoren auf 0 abbildet.
Um das einzusehen, bemerken wir, daf} fiir jede p-Form (p beliebig) gilt w(v,...,7,) = 0, falls
die Vektoren 7, ..., 7, linear abhangig sind. Ist das ndmlich der Fall, konnen wir mit geeigneten
Ai € R schreiben

n—1
Tp = > Aili;. (2.53)
i=1
Wegen der Linearitit der p-Form im letzten Argument ist dann aber
p—1
w(Ul,...Up) = Z)\iw(l_}‘l,...,’(—)‘p,hl_}‘i). (254)
i=1

In der Summe auf der rechten Seite verschwindet aber jeder einzelne Summand, denn es taucht ja
stets ein Argument doppelt auf, und das muf} stets 0 ergeben, weil eine Vertauschung der beiden
gleichen Argumente einerseits das Vorzeichen dndern soll, andererseits diese Vertauschung aber
gar keine Anderung bedeutet.
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2.6 Alternierende Differentialformen

Wir betrachten nun wieder die Dualbasis §'! zur holonomen Basis l_)z, S. , bzgl. beliebiger
generalisierter Koordinaten (¢) und betrachten nun alternierende Tensorfelder.

Es ist klar, dal wir ein alternierendes p-Formfeld kovariant ableiten kénnen, denn dieses ist ja
ein spezielles (g)—Tensorfeld. Es entsteht dann aber nicht wieder ein alternierendes p-Formfeld,

sondern ein allgemeines (p?_l)—Feld:

1 I Ny
Dw = ;kawjl...jpb”f QUILN - AP, (2.55)

Wir kénnen daraus aber ganz einfach eine alternierende p + 1-Form machen, indem wir statt des
einfachen Tensorproduktes einfach ein Keilprodukt setzen. Diese Konstruktion heifl Cartana-
bleitung der alternierenden p-Form:

1

o

dw Dkwjl_,_jpg/k A g,jl VANRRRIVAY [;/jp (2.56)

Wir wollen nun die wichtigste Eigenschaft der Cartan-Ableitung zeigen, ndmlich dafl wir die
kovariante Ableitung Dy, durch die partielle Ableitung 0), = 9/ dq"* ersetzen konnen. Dies sehen

wir wie folgt ein: Gemaf (2.192.21]12.22) gilt
. 3
Dywj..j, = 8;cwj1~--jp - Fﬁkwjijzujp - Fjikwjljzu-j,’;' (2.57)

Setzen wir dies nun in ein, verschwinden alle Beitrdge mit den Christoffelsymbolen, denn
diese sind wegen symmetrisch in den beiden unteren Indizes, werden jedoch mit dem an-
tisymmetrischen Keilprodukt der Dualbasisvektoren multipliziert, wodurch sich freilich 0 ergibt.
Damit ist also

1 I Ny
dw = ;@;’cwﬁ..-y‘pb’k ADIEN - AP, (2.58)

Konstruktionsgemaf ist dies einerseits eine p 4+ 1-Form, insbesondere also ein (p?rl)—Tensorfeld,
andererseits konnten wir aber zeigen, daf} in diesem speziellen Falle die kovariante Ableitung Dy
durch die partielle Ableitung ersetzt werden durfte. Dies ist deshalb fiir die Physik von beson-
derer Wichtigkeit, weil dies bei der kovarianten Integration von Feldern zur Verallgemeinerung
des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung zum verallgemeinerten Stokesschen
Theorem fiihrt.

Wir weise noch auf zwei weitere wichtige Eigenschaften hin. Zum einen gilt offenbar
ddw = 0, (2.59)
denn mit (2.58)) ist

1 oo N o
ddw — Eallallcwjlmjpb/l ADEADILA . AP, (2.60)

Da wir aber die ganze Zeit stillschweigend davon ausgehen, dafi die Komponenten stetig par-
tiell differenzierbar sind, vertauschen die partiellen Ableitungen 0;0;, = 0,.0;, und durch die
Uberschiebung mit 5" A 5% A - - - erhalten wir 0, so daB (2.59) gezeigt ist.

Weiter gilt fiir das Keilprodukt einer p- mit einer g-Form die Produktregel

dwAw) = (dw) Aw' + (—1)Pw A (dw'). (2.61)
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Zum Beweis gehen wir iiber die Basisdarstellung (2.51]) und wenden wieder (2.58|) an:

1 I S
A N) = (O Vb + 01y Oy B AT Ao B (2.62)

Im zweiten Summanden vertauschen wir nun &' mit den p Dualbasisvektoren vor ihm, wodurch
sich ein Vorzeichen (—1)P ergibt, denn das Keilprodukt ist ja seiner Definition geméfl alternie-
rend. Daraus folgt dann aber, wiederum unter Anwendung von (12.58]), die Behauptung (2.61)).
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Kapitel 3

Integration iiber Mannigfaltigkeiten

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit der Integration iiber Untermannigfaltigkeiten
des R%. Dies ist fiir die Physik besonders wichtig, weil diese Techniken in Kombination mit der
Variationsrechnung zum einen die Aufstellung von kovarianten, d.h. von Koordinatensyste-
men unabhéngigen, Gleichungen erméglichen und zum anderen die Losung von Feldgleichungen
ermoglichen. Wir gehen auf diese physikalischen Anwendungen im néchsten Kapitel ein. Hier
konzentrieren wir uns auf die mathematischen Grundlagen.

3.1 Geometrische Vorbereitungen

Wie schon bei der Differentiation wollen wir die Integration auf die gewohnliche Integration
iber R™-wertige Funktionen zurickfiithren. Dabei benutzen wir wieder die Komponenten von
Vektorfeldern, um koordinatenunabhéngige Groéflen zu berechnen.

Bei der Integration ist es aber sehr hilfreich, die analytische Geometrie zuhilfe zu nehmen, um
zu solchen kovarianten Integrationsdefinitionen zu gelangen.

Wir betrachten dazu als Vektorraum den euklidischen Raum, also den dreidimensionalen reellen
Vektorraum, der dadurch entsteht, dal wir uns einen willkiirlichen Bezugspunkt O unseres
Anschauungsraums auszeichnen. Dann kénnen wir die Vektoren mit den gerichteten Strecken,
die diesen Punkt mit einem anderen Punkt verbinden, identifizieren.

Wir fiihren nun in O drei aufeinander senkrecht stehenden Vektoren der Lange 1, €}, ein die
dann eine Orthonormalbasis bilden. Fiir die Integration wird nun der Begriff der Orientierung
wichtig. Wir definieren ein solches Orthonormalsystem als positiv orientiert. Um eine besse-
re Merkhilfe zu haben, legen wir fest, dal wir drei solche Vektoren positiv orientiert nennen,
wenn Daumen, Zeige- und Mittelfinger der rechten Hand der Reihe nach in die Richtungen
der drei Basisvektoren €; weisen. Dann heiflt jede andere Basis gj = Tkjek, welche aus diesem
Standardsystem hervorgeht, ebenfalls positiv orientiert, wenn die Determinanten det(7* j) >0
ist.

Jetzt betrachten wir die kartesischen Komponenten des Ortsvektors Z = 2°¢;. Dann bilden die
Mengen der Gestalt Q = {z° € oy, ;] € R} Quader, deren Volumen durch [];(8; — ;) gegeben
ist. Sei dann s : ) — R ein skalares Feld. Dann definieren wir als das Volumenintegral des
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skalaren Feldes iiber den Quader

B! B2 B3
/d3a_:’s(a_:') :/ dml/ da:2/ da3s(z). (3.1)
Q al a? a3

Es ist klar, da8 wir diese Betrachtung auf beliebige mefibare Teilmengen von R? erweitern kénnen,
insbesondere auch auf ganz R3. Letzteres werden wir im folgenden stets tun. Man kann dann
alle Integrale als solche iiber ganz R? auffassen und die charakteristische Funktion iiber eine
beliebige mef3bare Teilmenge M C V benutzen:

1 fallsZe M

xu(Z) = {0 falls 7 ¢ M. (3.2)

Dann definieren wir einfach

/M B 7s(7) = / B (@)s(@). (3.3)

Ein Integral ohne Angabe von Grenzen steht dabei immer fiir ein Integral iiber den ganzen Raum
V. Als néachstes fragen wir, wie wir das Integral in anderen Koordinaten als den kartesischen
Koordinaten ausdriicken kénnen. Wir kénnen gleich beliebige generalisierte Koordinaten ¢ = (¢¥)
betrachten. Seien die z* die Komponenten des Ortsvektors Z = z%¢; die 2’* die Koordinaten bzgl.
der holonomen Basis # = 15; Dann gelten wieder die allgemeinen Formeln , und
aus der Transformationsformel fiir mehrfache Integrale folgt sofort

/@ /@me>[@] (3.4)

Wir kénnen nun die Jacobideterminante det(77;) mit Hilfe der Metrik ausdriicken. Es gilt
namlich:

g—det(‘% a@'> ( da' Oz

_ t 2 _
9 9 Zaqk 5 l) det(TT") = (det T)? = |det T| = /3. (3.5)

Dabei haben wir die Tatsache benutzt, da8 die 2 Komponenten bzgl. des Orthonormalsystems
7 sind. Damit ist in beliebigen generalisierten Koordinaten also

/d3:cs /d3q\/7 (3.6)

Es ist klar, dal dieses Integral {iber ein Skalarfeld einen Skalar ergibt. Da die Determinante
orthogonaler Transformationen stets +1 ist, ist es auch gleichgiiltig, welches Orthonormalsystem
des R® man verwendet, um das Integral geméif zu definieren. Es ist klar, dafl all diese
Betrachtungen auf euklidische Rdume beliebiger Dimension d anwendbar sind.

Man gelangt dann zur Definition des Volumenintegrals in beliebigen generalisierten Koordinaten

/dd:cs /ddqr (3.7)
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3.2 . Untermannigfaltigkeiten
3.2 Untermannigfaltigkeiten

Als eine p-dimensionale Untermannigfaltigkeit im d-dimensionalen euklidischen Vektorraum be-
zeichnen wir differenzierbare Abbildungen 7 : U — V, ¢ — 5(q), wo U C RP eine offene Menge
ist, so daB die RP*4-Matrix

o/ ozl
5 e 55
ot 1T ow (3.8)
3T - 9ep
vom Range p ist, d.h. die Matrix (gag) ist fiir alle ¢ € U invertierbar:
0r OF
o = —— = 3.9
Yap aqa aqﬁ ( )

Zur geometrischen Interpretation ist zu sagen, da die 0Z/0q¢® gerade p linear unabhéingige
Tangentialvektoren an die Untermannigfaltigkeit liefern. Man mache sich das an dem Fall
d = 3, p = 2 klar: Man hat dann eine zweidimensionale Fldche im Anschauungsraume vorliegen.
Die Zahlen g,g liefern dann eine lokale Metrik fiir die Tangentialvektoren. An jedem Punkt
P der Flache, welcher durch den Ortsvektor Z(q) = oP eindeutig bestimmt ist, kann man sich
also den Tangentialvektorraum 7}, befestigt denken, der {iber das Skalarprodukt im euklidischen
dreidimensionalen Vektorraum ebenfalls ein Skalarprodukt ,erbt”. Man nennt g, daher die
durch g;j; induzierte Metrik.

Als Beispiel nehmen wir die Kugelfliche mit Radius R, die wir fast iiberall durch zwei Winkel
wie folgt parametrisieren kénnen:

cos @ sin v
Z(0,0) = R | sinpsind |, ¢ €0,2m),9 € (0, ). (3.10)
cos v
Die lokale Metrik ist
=y 21 0
(Gap) = R (0 R (3.11)

Die Determinante ist im angegebenen Parameterbereich § = R*sin? 9 > 0, so da8 die Kugelfliche
bis auf die beiden Punkte ¢ = 0 und ¥ = 7 eindeutig parametrisiert ist.

Wir koénnen uns freilich noch einen Spezialfall veranschaulichen, ndmlich den einer eindimen-
sionalen Untermannigfaltigkeit. Das ist dann eine Kurve im Raum (wenn der zugrundeliegende
Vektorraum V' dreidimensional ist) oder in der Ebene (wenn V' zweidimensional ist).

Die obige Definition im allgemeinen Falle einer p-dimensionalen Untermannigfaltigkeit im eukli-
dischen d-dimensionalen Vektorraum V ist dann zwar abstrakter, ist aber rein technisch nicht
schwieriger zu handhaben als die anschaulichen Beispiele. In der Physik bené6tigt man diese all-
gemeineren Fille manchmal in der speziellen Relativitdtstheorie. Wir kommen darauf weiter
unten noch zuriick.
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3.3 Integration von Tensorfeldern iiber Untermannigfaltigkei-
ten

Wir betrachten nun alternierende p-Formen und versuchen, einen Integralbegriff zu finden, so
da} wir sie iiber p-dimensionale Untermannigfaltigkeiten eines d-dimensionalen Vektorraums
integrieren konnen, so dafl von der Parametrisierung der Untermannigfaltigkeit unabhéngige
Integrale entstehen.

Wir wollen zunéchst die Entscheidung fiir alternierende p-Formen als geeignete Integrationsob-
jekte anschaulich motivieren. Dazu bedienen wir uns eines Beispiels aus der Physik. Als Vektor-
raum wéahlen wir den dreidimensionalen euklidischen Raum. Sei dann €; eine Orthonormalbasis,
und als Untermannigfaltigkeit diene die von €7 und €5 aufgespannte Ebene (die 12-Ebene).

Diese Ebene stellen wir uns nun gleichméflig aufgeladen vor, d.h. in jedem Teilgebiet der Ebene
moge die auf ihr sitzende elektrische Ladung proportional zur Flache des Teilgebietes sein. Wir
sagen dann, die Flachendichte w sei konstant auf der ganzen Ebene. Wie kénnen wir die Idee der
Flachendichte jetzt mathematisch formalisieren?
Seien nun ¥ = v'€; und @ = w'é; zwei linear unabhingige Vek-
6’2 toren auf der Ebene. Dabei mége die Reihenfolge ¢ und w so
A festgelegt sein, daf sie in dieser Reihenfolge durch é3 zu einer
positiv orientierten Basis von V' erginzt werden. Die Vektoren
I ¥ und w spannen nun ein Parallelogramm auf. Dann definieren
/ wir w als diejenige Funktion w : Tp x Tp — R, die diesem Par-
/ allelogramm die auf ihr sitzende Ladung zuordnet. Dabei haben
y wir ¢ und @ als Tangentenvektoren an die Ebene im Punkt O
U / -  (dem Ursprung des Koordinatensystems) interpretiert.

Als erstes versuchen wir nun die Flidche des Parallelogramms

aus kartesischen Koordinaten der Vektoren ¢ und w zu gewin-
nen. Dazu kénnen wir mit Hilfe des Schmidtschen Orthonormalisierungsverfahrens b, = #/|7]|
als einen der beiden orthonormierten Basisvektoren wéhlen. Dann ist offenbar die Fliache des
Parallelogramms A = v'w?. Dies ist nun mit Sicherheit kein kovarianter Ausdruck. Wir kénnen
zum korrekten Ausdruck gelangen, indem wir uns klar machen, dafl bei einer Vertauschung der
beiden Vektoren ¢ und w, also einer Umorientierung relativ zum Koordinatensystem betragsméa-
Big ebenfalls die Flache herauskommt, aber mit umgekehrtem Vorzeichen. Das bedeutet, daf die
Fléche hier eine alternierende Form zweiter Stufe ist. Im zweidimensionalen reellen Vektorraum
V' und bzgl. kartesischer Koordinaten ist also die vorzeichenbehaftete Fléche eines von den
Vektoren v und @ aufgespannten Parallelogramms durch A = Ajkvj wk gegeben, wobei Aji, das
Levi-Civitasymbol ist.

Um dies zu allgemeinen Koordinaten zu verallgemeinern, benétigen wir eine Verallgemeinerung
des Levi-Civita-Symbols zu echten Tensorkomponenten. Sei dazu €} eine beliebige Orthonormal-
basis und &° die dazugehorige Dualbasis. Dann definieren wir den e-Tensor durch

e=A;

: 1 ,
kéﬂk = EAjkéﬂ A é" (3.12)
Mit (3.5)) erhalten wir die Koeffizienten dieses Tensors in beliebigen holonomen Koordinaten:
1 N
€= 5\/§Ajkb AbT. (3.13)
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Damit ist die orientierte Fldche des von ¢ und w aufgespannten Flachenstiicks bzgl. beliebiger
holonomer Koordinaten durch

A = ¢e(¥, W) = ejkvjwk = \/§Ajkvjwk (3.14)

gegeben.

Entsprechend definiert man das orientierte Maf fir das Volumen eines d-dimensionalen Par-
allelepipeds, aufgespannt durch Vektoren @; (j € {1,...,d}) durch

VD = €(T1,...,Tq) = \/.EAJ'L--de{l T Ugd' (3.15)

Betrachten wir nun Integrale iiber Untermannigfaltigkeiten des d-dimensionalen Vektorraumes
und Formen, dann stellen wir zunéchst fest, dafl das p-dimensionale Volumenelement bzgl. be-
liebiger holonomer generalisierter Koordinaten ¢® die Gestalt

av®) = \/gdq" - - dg” (3.16)

besitzt. Das p-dimensionale Volumen der gesamten Untermannigfaltigkeit ist demnach

G

Dabei ist G der Bereich, iiber die die verallgemeinerten Koordinaten ¢ zu nehmen ist, so daf§ die
gesamte Untermannigfaltigkeit (evtl. bis auf Lebesguesche Nullmengen) abgedeckt wird.

Nehmen wir als Beispiel wieder unsere Kugelfliche im dreidimensionalen Raume, so ist deren
zweidimensionales Volumen (also ihre Oberflache) dieser Definition geméfl wie folgt zu berech-
nen. Es ist wegen (3.11)) § = det () = R*sin? 9. Die Oberfliche ist also

™ 21
v = Rp? / d9 [ desinddddy = 47 R?, (3.18)
0 0

ganz wie es die elementare Geometrie auch ergibt.

Verallgemeinern 148t sich nun diese Integration iiber p-dimensionale Untermannigfaltigkeiten
offenbar fiir p-Formen im d-dimensionalen Vektorraum, indem man sie auf die Integration einer p-
Form im RP zurtickfiithrt. Ein p-Formfeld im RP besitzt bzgl. orthnormaler Basisvektoren offenbar
die Gestalt

w=fe'N---NEP, (3.19)

Dann definieren wir wie oben in (3.1)) das Integral iiber diese Form

/ (i) = /G Flad)dat - da?, (3.20)

wobei G der Bereich in den kartesischen Koordinaten ist, iiber den integriert werden soll.

Betrachten wir nun ein p-Formfeld w im d-dimensionalen Vektorraum. Dann kénnen wir daraus
eine p-Form im RP bilden mit Hilfe der Abbildung

1 Ozt Ox» 1 o(xir, ... alv
! . dg* A---ANdg?? = —wj, .5, det ( )

— L9 S22 gt A--AdgP. (321
p[wﬂ Jpaqoq Oqr p! 8(q1,...,q1’) d ¢ ( )

w

Dabei stehen die dg®* fiir die Dualbasisvektoren v @ die zur holonomen Basis l;ﬁx = 0%/0q“ der
Tangentialrdume an die Untermannigfaltigkeit gehoren. Die 27 sind dabei die Komponenten des

27



Kapitel 3 - Integration iiber Mannigfaltigkeiten

Ortsvektors & bzgl. einer beliebigen holonomen Basis. Wegen der Transformationseigenschaften
der p-Formkomponenten und der Vektorkomponenten (1.25) und (2.14)) ist unmittelbar klar, dafl
w’ unabhéngig von der Wahl dieser holonomen Basis ist. Freilich ist w’ nicht unabhingig von
der Wahl der Parametrisierung ¢ der Untermannigfaltigkeit. Wir werden aber sogleich sehen,
daf3 dies fiir das im folgenden definierte Integral der Fall ist!

Das Integral des p-Formenfeldes w iiber die p-dimensionale Untermannigfaltigkeit ist dann tiber
die Definition (3.20) der Integration einer p-Form eines p-Formenfeldes im RP definiert, d.h. es
ist

; - 1 o9, . .. a0v)
= i gyda?t - d JP::/— i, (@) det ———"—>q" ---d¢” 3.22
/Mw /Mwyl...Jp x x G I j»(q) de o, g 4 (3.22)

Dieses Integral ist offenbar tatsédchlich invariant unter orientierungserhaltenden Transfor-
mationen der verallgemeinerten Koordinaten. Fithrt man ndmlich neue generalisierte
Koordinaten ¢’® ein, dann gilt nach der Transformationsformel fiir mehrfache Integrale

1 o(xdt, ... xlv) oNg,....q") | .
/Mw - / ﬁwjl”'jp(q/> det (¢t ..., qP) det (g1, ... 7q’p)dq, e
1 B, ... v (329

— s s (d 2N 0 g0 do’P
_/G/ p!wjl...]p(q)det a(q'l,...,q’p) dq dq .

Daf} die betrachtete Koordinatentransformation ¢'(q) orientierungserhaltend sein muf}; d.h. dafl
die Funktionaldeterminante det(9q®/d¢®) > 0 ist, ist hier wichtig, weil ja in der Transformati-
onsformel fiir mehrfache Integrale der Betrag der Jacobideterminante der Transformation
steht. Benutzt man also eine Transformation, die die Orientierung umkehrt, dndert das Integral
sein Vorzeichen!

Der Grund dafiir, dafl gerade die alternierenden p-Formfelder sich zum Integrieren eignen, liegt
also an der totalen Antisymmetrie ihrer Komponenten bzgl. Vertauschens der Indizes, so dafi man
die Transformationsformel bis auf den trivialen Faktor p!, den wir oben stets wieder herausdivi-
diert haben, als Jacobideterminanten schreiben kann. Die entsprechenden Jacobideterminanten
treten aber auch beim Integrieren auf, und zwar genau so, dafl das Integral wie eben gezeigt
unabhéngig von der Parametrisierung der Untermannigfaltigkeit ist.

Dies gilt iibrigens unabhéngig von der Existenz des Skalarprodukts, denn bei der Definition
des Integrals (3.22]) spielten deren Komponenten, also die Metrik g;; des Vektorraums oder die
Metrik g.s der Untermannigfaltigkeit keine Rolle.

Um Anschlufl an unsere obigen geometrischen Betrachtungen zu gewinnen, versuchen wir nun,
unser Integral von p-Formen iiber p-dimensionale Untermannigfaltigkeiten zu interpretieren.

Beginnen wir mit einem 3-Formfeld w im dreidimensionalen Anschauungsraum. Die Dreiform be-
sitzt nur eine unabhéngige Komponente, und bzgl. beliebiger holonomer Koordinaten ¢/ kénnen
wir schreiben

Wikl = PEjkl = p\/gAjkl =>w = p\/§dq1 VAN dq2 AN dq3. (3.24)
Dann ist

/Mw:/Gp(q)\/ﬁdgq- (3.25)

Wegen 1) ist dies gerade das Volumenintegral iiber eine skalare Dichte, denn \/§d3q ist ja
das kovariante Volumen, d.h. p(q) gibt die Dichte einer irgendwie verteilten Quantitiatsgrofie an,
z.B. die Ladungsdichte einer Verteilung elektrisch geladener Teilchen.
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Als nachstes betrachten wir ein 2-Formfeld. Dieses 2-Formfeld konnen wir mit Hilfe des e-Tensors
umkehrbar eindeutig iiber ein Vektorfeld j charakterisieren:

Wim = 3 €xm = 7" /TDkim.- (3.26)

Dann ist das Integral iiber eine zweidimensionale Untermannigfaltigkeit in V', also eine Flache
im dreidimensionalen Anschauungsraume, durch

m l
/ w—/ wlmdet q—/\fjkAklmglifz dgtdg? (3.27)

definiert. Nun ist geméf (3.15) offenbar in jedem Punkt der Integrand das Volumen des von den
beiden Tangentialvektoren an die Fliche und j* aufgespannten Parallelepipeds, denn g ist ja die
Determinante der dreidimensionalen Metrik.

Um dieses Integral nun interpretieren zu konnen, stellen wir uns vor, j* sei die Stromdichte
irgendeiner Grofle, wie z.B. die Masse eines Gases, d.h. die Stromdichte beschreibt die Richtung
und die Masse, die pro Zeit- und Fliacheneinheit durch ein Fldchenelement stromt. Ist 7(Z) die
Geschwindigkeit des Gases im Punkt &, dann ist diese Grofle offenbar durch j = p¥ gegeben, wo
p diesmal die Massendichte, welche wieder ein skalares Feld ist, bezeichnen soll. Durch unsere
Fldache M flieit dann offenbar im infinitesimalen Zeitelement d¢ die Masse

dm = dt/ w. (3.28)
M

Denn die drei Vektoren ¢dt, 0%/0q'dq' und 9Z/0q¢? spannen das von dem Gas in der infinite-
simalen Zeit eingenommene infinitesimale Parallelepipedvolumen dV mit der Grundflache, die
durch die beiden Tangentialvektoren vorgegeben ist, auf. Folglich ist pdV die in der Zeit dt
durch dieses Flachenelement geflossene Masse. Das Integral ist dann die Masse des durch die
Gesamtfliche M gestromten Gases. Das Vorzeichen des Integrals ist wieder durch die Orien-
tierung bestimmt: Ist die Reihenfolge der Parameter ¢® der Fliche so gewahlt, daf3 die beiden
Tangentialvektoren zusammen mit j ein Rechtssystem bilden, ergibt sich eine positive Masse,
andernfalls entsprechend eine negative. Ist M eine geschlossene Fléiche, wie z.B. unsere Kugel-
fldche, ergibt sich also gleichzeitig, ob netto etwas in das Innere der Kugelfliche oder aus ihm
herausstromt. Kurz und gut, gibt also das Integral [, w in diesem Falle die pro Zeit durch eine
Fliche gestromte Gesamtmenge einer Grofie an, wobei j die dazugehérige Stromdichte ist.

Im dreidimensionalen Raum gibt es nun noch die Moglichkeit, ein 1-Formfeld entlang einer
eindimensionalen Untermannigfaltigkeit, eine glatte Kurve also, zu integrieren. Mit Hilfe der
Metrik kénnen wir die Komponenten der 1-Form wieder durch ein Vektorfeld darstellen:

w; = gixF". (3.29)

Dabei stellen wir uns unter F ein Kraftfeld vor, in dem sich ein Teilchen bewegt. Als Parameter
der Kurve M koénnen wir dann die Zeit wéhlen und uns die Kurve als Bahn eines sich im Kraftfeld
bewegenden Punktteilchens vorstellen. Das besagte Integral ist dann seiner Definition nach

dz* -
/ w = /gijJ—d dt = /Fﬁ’dt (3.30)
M t

was aber nichts anderes als die entlang des Weges durch das Kraftfeld am Teilchen verrichtete
Arbeit ist.
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3.4 Hodge-Dualisierung

Wiéhrend es also mathematisch einfacher ist, die Integrale {iber Formen zu definieren, wobei
man wie oben gesehen ohne Skalarprodukt und Metrikkomponenten auskommt, kommt es in der
Physik héufiger vor, dal man mit Hilfe des e-Tensors, den wir mit Hilfe der Metrik definieren
konnten, die in den Integralen auftretenden p-Formen (1 < p < d), also alternierende (g)—

Tensoren durch alternierende (dap)—Formen auszudriickt. Dadurch sind wir ganz natiirlich zu
einer Operation gelangt, die man Hodge-Dualisierung nennt.

Wir zeigen jetzt, dal diese Operation umkehrbar ist, also umgekehrt auch p-Formen durch die
entsprechenden alternierenden (dgp )-Tensoren ausgedriickt werden kénnen. Dazu berechnen wir
durch Indexziehen (vgl. z.B. ([1.36])) die total kontravarianten e-Tensorkomponenten:

gida — ghit .. giadye, = L Adreda (3.31)

J1-dy Nz

Dabei haben wir ausgenutzt, daB det(¢?%) = 1/ det(g;y) ist, da die kontravarianten Metrikkom-
pontenen definitionsgeméf die inverse Matrix der kovarianten Metrikkomponenten bilden.

Sind nun T91Jr die Komponenten eines alternierenden (8)—Tensors, wobei ,alternierend” wieder
bedeuten soll, da3 beim Vertauschen zweier beliebiger Indizes die Komponente lediglich ihr
Vorzeichen wechselt. Dann ist das Hodge-Dual dieses Tensors durch

CTkybg, = a%...kk_pjl...jpTﬂ“'J" (3.32)

definiert. Das sind der Konstruktion zufolge tatsédchlich die Komponenten einer d — p-Form.

Entsprechend definieren wir das Hodgedual einer p-Form durch seine Komponenten geméafl

(*w)kl...kd,p — ;!6k1...kn_pjl...jpwjlmjp (3.33)
Nun gilt
oL g
Ciroiphroka € = pldet |1t ], (3.34)
O A

Der Beweis bleibe dem Leser als Ubungsaufgabe iiberlassen.

Wir wenden die Formel zur Berechnung des Doppelduals an:

* (% (_1)p(d7p) ky..kpg’ .5’
FCw)lj,dy = W 1eted Jd’pﬁji...jjj_pjl...jpwkl...k,,
sk sk
_1)p(d—p) ) J 3.35
— ()p' det : : . Wk;l_“k;p ( )
' sk ke
Jp Jp

= (_1)p(d_p)wjl~--jp'

Bis auf das Vorzeichen (—l)p(d*p) ist also der Dualisierungsoperator seine eigene Umkehrung.
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Das allgemeine Stokessche Theorem

Jetzt kommen wir zu einem fiir die Physik sehr wichtigen Satz, dem Stokesschen Integralsatz.
Wir werden diesen Satz zunéchst fiir Integrale allgemeiner p-Formen formulieren. Als Spezialfille
im dreidimensionalen Vektorraume fallen dann, wie nebenbei, auch der Stokessche Satz (im
engeren Sinne) und der GauBsche Satz ab!

Wie wir sehen werden, ist der allgemeine Stokessche Satz nichts anderes als die Verallgemeine-
rung des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung. Sei f : [a,b] — R eine stiickweise
stetig differenzierbare Funktion. Dann gilt f; dzf'(x) = f(b) — f(a).

Wir benétigen zunéachst jedoch den Begriff des Randes einer Untermannigfaltigkeit. Dabei set-
zen wir voraus, dafl der Rand einer Untermannigfaltigkeit wieder eine Mannigfaltigkeit ist. Als
Beispiele im dreidimensionalen Raume haben wir etwa die Kugel, also der dreidimensionale Kor-
per, der durch # - # < R? charakterisiert ist und deren Rand, nidmlich die Sphére - # = R? vor
Augen. Wir miissen dabei jedoch auch auf die Orientierung dieser Mannigfaltigkeiten achten.

Freilich 148t sich auch eine zweidimensionale Untermannigfaltigkeit im dreidimensionalen Raume
denken (z.B. eine Halbkugelfliche), deren Rand dann eine Kurve (hier also ein Kreis) ist.

4.1 Berandete Untermannigfaltigkeiten

Der Prototyp einer berandeten Untermannigfaltigkeit M im d-dimensionalen reellen Vektorraum
ist der Halbraum V_. Diesen definieren wir in kartesischen Koordinaten z7 durch 2! < 0. Der
Rand der Mannigfaltigkeit ist dann eine d—1-dimensionale unberandete Mannigfaltigkeit, welche
durch 2! = 0 charakterisiert ist.

Wir betrachten nun weiter den d-dimensionalen Vektorraum V' als durch die zugrundegelegte
Basis €; orientiert. Jeder Vektor @ = 27¢€; mit ' > 0 heift dann nach aulen weisender
Vektor. Weiter heifit eine Basis b, der Tangentialvektoren an den Rand des Halbraums, welcher
hier als d — 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit von V aufgefaflt wird, relativ zum Halbraum
positiv orientiert, wenn {a, ga}i;ll positiv orientiert ist im Sinne der oben zugrundegelegten
Basis €5 von V.

Diese Definition 148t sich nun auch in beliebigen krummlinigen Koordinaten fassen und damit auf
allgemeinere berandete Untermannigfaltigkeiten erweitern. Nehmen wir als Beispiel die Kugel
K g mit Radius R im 3-dimensionalen Raum V. Diese kann man in Polarkoordinaten durch die

31



Kapitel 4 .- Das allgemeine Stokessche Theorem

Definition
Kg={7=2Z(r,0,¢)r <R} (4.1)

charakterisieren. Bzgl. einer kartesischen Basis €; lautet die entsprechende Parameterdarstellung:
z' =rcospsintg, z?=rcospsind, z=rcosd. (4.2)

Dabei sind die Definitionsbereiche 0 < r < R, 0 < ¢ < 27 und 0 < ¥ < 7. Der Rand ist
durch r = R definiert und ist die Kugelschale vom Radius R. Genau genommen fehlt der Kugel
die Achse entlang der Polarrichtung €3, bzw. deren Rand die beiden Pole, diese bilden aber
jeweils eine Nullmenge bzgl. der Mannigfaltigkeit bzw. deren Rand, und da wir die berandeten
Mannigfaltigkeiten fiir das Integrieren benétigen werden, ist das nicht weiter relevant.

Jetzt ist die holonome Basis l_;j = 02/0q; von V mit r = q', ¥ = ¢%, ¢ = ¢ positiv orientiert
bzgl. der urspriinglich zugrundegelegten (in diesem Falle orthonormierten) Basis €}, denn die
Jacobideterminante ist 72 sin? ¢ (was der Leser aufgefordert ist, nachzurechnen).

Der Rand der Kugel ist durch » = R, also die Oberﬂache der Kugel gegeben. Die Tangential-
raumbasen sind fiir jeden Punkt der Oberﬂache durch bl = bg b2 = by gegeben. Ein nach auflen
weisender Vektor ist offenbar durch by definiert, und folglich sind die Basen b’a fiir jeden Punkt
des Randes relativ zu V positiv orientiert.

Als weiteres Beispiel betrachten wir die Halbkugelfliche, die durch die Parametrisierung
Hr ={Z =2, p)}, z'=Rcospsing, z*= Rcospsing, z°= Rcos? (4.3)

mit den Definitionsbereichen 0 < ¢ < 27 und 0 < ¥ < 7/2 definiert ist.

Der Rand ist durch ¥ = 7/2 definiert. Die Untermannigfaltigkeit ist der Kreis vom Radius R
in der durch €; und €5 aufgespannten Ebene mit Mittelpunkt im Ursprung. Er wird durch ¢
parametrisiert, ist also durch (4.3]) mit ¢ = /2 gegeben:

OH, = {Z = Z(p)}, x'= Rcosy,2® = Rsinp. (4.4)

Weiter ist nun by = 0Z/09 bei ¥ = 7/2 ,nach auflen”, also am Rand von der Flache weg
gerichtet und also 0H, geméf} der obigen Definition im Halbraum wieder im gleichen Sinne wie
H,. orientiert.

Wir wollen im folgenden nur solcherart definierte berandete Untermannigfaltigkeiten betrachten.
Die Verallgemeinerung fiir stiickweise mit verschiedenen Parametrisierungen (in der modernen
Mathematik oft auch als Karten bezeichnet) findet sich in der Literatur.

4.2 Das Stokessche Theorem

Wir betrachten nun zunichst wieder die am einfachsten invariant integrierbaren Objekte, ndm-
lich die p-Formfelder im d-dimensionalen Vektorraume V. Es ist dann natiirlich 0 < p < d. Sei
nun also w eine p — 1-Form. Dann ist dw eine p-Form. Diese letztere integrieren wir iiber eine
berandete Mannigfaltigkeit M mit der Randmannigfaltigkeit OM .

Wir nehmen wieder an, dafl M mit ¢ (a € {1 ..,p}) parametrisiert sei. Die dazugehorigen
holonomen Basen des Tangentlalraumes seien b, und die Dualbasen seien mlt b® bezeichnet. Die
Mannigfaltigkeit sei durch ¢' < ¢ charakterisiert, so da$ der M durch ¢' = ¢ definiert ist. Die
Parametrisierung von OM ist dann durch ¢ . .. ¢” gegeben, und durch die entsprechenden Basen
im gleichen Sinne wie die Untermannigfaltigkeit M orientiert.
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4.2 - Das Stokessche Theorem

Dann gilt nach der Definition des Integrals von p-Formen (3.23|) iiber Mannigfaltigkeiten

A9, ... alv)
/ d / ) ajle2 Jp det (M) dpq (45)

Die Determinante schreiben wir mit Hilfe des Levi-Civitasymbols als

O(x9t, ... xlv) oxit  Oxlr
det [ ————"—= AP : 4.6
’ ( g ... q) > g™ dg°r (46)
Fiir den Integranden von (4.5)) ergibt dies
oz, ... i) 0 anap ox2  Qxlr
e 4 ( o) ) g N g g D

Dann koénnen wir das Integral iiber ¢*! sofort ausfithren. Fiir oy = 1 lduft dieses der Definition
der Mannigfaltigkeit nach von —oo bis ¢, wobei wir uns das (p — 1)-Formfeld, als Funktion der
Parameter ¢® gedacht, iiber den eigentlichen Definitionsbereich dieser Parameter hinaus durch 0
fortgesetzt denken. Fiir a7 € {2,...,p} ist Uiber ganz R zu integrieren. Nach dem Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung tragen aber all diese Integrale nichts bei, weil entweder das
Formfeld vermoge der Fortsetzung verschwindet, oder im Unendlichen des Parameterbereiches
ohnehin hinreichend schnell abfallen muf3, damit das Integral (iberhaupt existiert. Das bedeutet,
dafl bei der Integration von , wie in beschrieben, nur der erste Summand fiir oy = 1
iibrig bleibt, und dieser ist aufgrund des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung

1 Lo, OxJ2 OxIr 1, 9
/MdW:/MWjQ...jp|41:CA 2 a”@" 3qapdp (¢ ,....q")

1 (272, zr)
= /(])_1)‘ wj?"'jp|q1:C det 6@2—de 1( .. ’qp) (48)

= w
oM

Letzteres ist der Fall, weil w|,1_. gerade das p — 1-Formfeld mit Argumenten auf dem Rand der

Mannigfaltigkeit M ist. Das ist das Stokessche Theorem:

Ist w ein stetig differenzierbares p — 1-Formfeld und M eine differenzierbare p-dimensionale
Untermannigfaltigkeit im d-dimensionalen Vektorraum V mit (stiickweise) glattem Rand 0y,

dann gilt
/ dw:/ w. (4.9)
M oM

Dabei ist darauf zu achten, dal M wund OM im gleichen Sinne orientiert sind.
Wir haben dies zwar nur fiir den Fall bewiesen, dal M Lebesgue-fast
iiberall durch eine Parametrisierung mit Parameterbereichen, die einem
Halbraum des R? entsprechen, gegeben ist. Es ist jedoch leicht, den Satz
flir allgemeinere Parametrisierungen zu beweisen, insbesondere wenn ein
OM  Parameter iiber ein endliches Intervall laufen muff oder mehr als ein Pa-
rameter iiber einen eingeschriankten Bereich verlauft.

Betrachten wir als Beispiel ein 1-Formfeld w im zweidimensionalen Vek-
torraum und fir M eln Rechteck das in bestimmten kartesischen Koor-
! dinaten durch a < z' < b, ¢ < 22 < d gegeben sei. Die Randorientierung
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und die zugehérigen nach auffen weisenden Vektoren sind der nebenste-
henden Skizze zu entnehmen.

Auch hier erhalten wir sofort wieder den Stokesschen Satz. Es ist ja

b d
/dw :/ dml/ d:c2(81w2 — Dawy)

b d
= / dzt[—wi(z!, d) + wi(zt, ¢)] —I-/ da?[ws (b, 22) — wa(a, 2)] (4.10)

= w.
oM

Man beachte anhand der Skizze, dafl hier in der Tat die Orientierung des Weges zu der Orien-
tierung der Fliache, d.h. die Definition der Richtung der ,nach auflen weisenden” Vektoren am
Rand, korrekt gewéahlt ist.

4.3 Der allgemeine Gauflsche Satz

Dieser Satz bezieht sich auf Vektorfelder im d-dimensionalen Vektorraum V. Wir erinnern uns,
daB wegen (2.38)) in allgemeinen holonomen Koordinaten V* des Vektorfeldes

I
T Vv (4.11)

ein Skalarfeld isﬂ Dieses kénnen wir mit Hilfe von (3.7) kovariant {iber eine d-dimensionale
berandete Untermannigfaltigkeit M von V integrieren:

1 0
V9 0q'
Wir nehmen wieder an, daf§ wir ), eventuell nach Fortsetzung des Feldes durch 0 iiber seinen
Definitionsbereich hinaus, wieder als den Halbraum Q = {g|¢* < ¢} annehmen diirfen. Dann ist

der Rand OM durch ¢' = cund ¢2, ..., ¢% € R parametrisiert, und zwar relativ zu der zu den ¢/
gehorigen holonomen Basisvektoren gebildeten Basis von V' positiv orientiert.

divV = D,V =

/M AVdivV = /Q d%q/g (Vavh). (4.12)

Wesentlich ist hierbei nun, dafl sich die ,Jacobideterminante” /g des Integranden herauskiirzt
und wir daher jeden Summanden von nach der jeweiligen Koordinate integrieren konnen,
bzgl. der die Ableitung gebildet wird. Dies ist aber nur von 0 verschieden fiir ¢' und auch da
nur an der oberen Grenze c¢. Damit ist also

/ dVdiVV:/dd_l(qQ,...,qd_l)\/gvl(c,q2,...,qd) (4.13)
M

Da die linke Seite dieser Gleichung ein Skalar, also eine Invariante unter allgemeinen Koordi-
natentransformationen ist, mufl das auch fiir die rechte Seite der Fall sein. Wir versuchen also,
dies in ein Integral iiber ein d — 1-Formfeld umzuformen. Schon der Faktor ,/g weist darauf hin,
dafl dies nur das Hodge-Dual von V sein kann, welches die kartesischen Komponenten

CV)jrdacs = Djyga V7 (4.14)

1}Iielr und im folgenden bedeuten V* die Komponenten von 1% bzgl. einer beliebigen festen Orthonormalbasis
und V* die Komponenten von V' bzgl. der holonomen Basis bzgl. beliebiger generalisierter Koordinaten q.
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besitzt?
Das Integral tiber dieses d — 1-Formfeld entlang OM ist nun in der Tat gemaf (3.22) durch

. | (i, ai)
% :/dd Y2, g ——— A, Viddet D8 415
/8M( ) ( )(d— DTN FICSTO I (4.15)
definiert.
Nach der Kramerschen Regel ist aber
Ozl .. gla—1 Oq"

wobei wir ausgenutzt haben, daf§ wir geméf (3.5)) die Determinante der Jacobimatrix der Trans-
formation von kartesischen in verallgemeinerte Koordinaten als /g schreiben konnen. Weiter ist

wegen (2.15)
dq*
OzJd
Nacheinander (4.16) und (4.17)) in (4.15) eingesetzt und das Resultat mit (4.13) verglichen ergibt

dann den Gauf3schen Satz in d Dimensionen:

/M AVdiv V = /6 ). (4.18)

Vid =y, (4.17)

2Man beachte daB die kartesischen Komponenten des e-Tensors durch das Levi-Civita-Symbol gegeben sind!
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Kapitel 5

Das Poincarésche Lemma

Wir haben gesehen, daf fiir jede Differentialform (2.59) gilt, d.h. die Cartanableitung einer
Cartanableitung verschwindet stets identisch:

ddw = 0 (5.1)

fiir jedes alternierende p-Formfeld w.

Das Poincarésche Lemma beantwortet nun die Frage, inwiefern auch die Umkehrung gilt, also
wann aus dem Verschwinden der Cartanableitung eines alternierenden p-Formfeldes geschlossen
werden kann, dafl das Feld seinerseits Ableitung die Cartanableitung eines p — 1-Formfeldes ist:

Sei w ein in einer offenen Teilmenge M des d-dimensionalen euklidischen Vektorraums V' de-
finiertes p-Formfeld mit dw = 0. Fiir alle £ € M gibt es dann eine Umgebung U(Z) und ein
p — 1-Formfeld 2, so daf} in dieser Umgebung w = df2 ist.

Zum Beweis benutzen wir wieder lokale Koordinaten. Da M offen ist, existiert eine ganz in M
gelegene Kugel um #. Diese Kugel ist die in der Behauptung genannte Umgebung U = U (Z).
Sei nun ¥’ € U, und &’ seien beliebige Dualbasisvektoren zu kartesischen Koordinaten und wie
iiblich 1

w = ﬁwjl...jpbjl A ANDP, (52)
Da U eine Kugelumgebung mit Mittelpunkt Z ist und Z’ € U liegt, ist auch die ganze Ver-
bindungsstrecke in U. Weiter sind die durch (5.2]) definierten Komponenten des p-Formfeldes w
voraussetzungsgemaf in ganz U differenzierbar, also auch stetig und folglich entlang der Ver-
bindungsstrecke von U integrierbar. Wir setzen nun

S —.

1 p 1 i . . i
Q) = o Z(—l)o“l/O dt 77 (29 — 2 wjy g [E A+ HE — D) A AT A ADPL (5.3)
Ta=1

Dabei bedeutet das Dach iiber dem a-ten Faktor in dem Keilprodukt, dafi dieses in dem Produkt
wegzulassen ist. Freilich mufl geméafl der Einsteinschen Summationskonvention iiber j, summiert
werden, weil in dem Produkt aus den Koordinatendifferenzen und den Komponenten von w ja
Ja vorkommt. In wird also tatséchlich ein p — 1-Formfeld definiert, weil durch diese Index-
kontraktion die Komponenten eines vollsténdig antisymmetrischen Tensorfeldes entstehen, die
dann wiederum mit den dazugehorigen Basisvektoren in dem Keilprodukt kontrahiert werden.

Zum Beweis schreiben wir zunéchst die Bedingung dw = 0 in Komponenten:
a[ijrlel---jp} = 0’ (54)
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wobei die eckigen Klammern die totale Antisymmetrisierung des Ausdrucks in den p + 1 Indizes
bedeuten. Nun sind aber die Komponenten von w schon total antisymmetrisch, und wir kénnen
diese Gleichung auch in der Form

p
_ -1
6[jp+1wj1..-jp] - Z(_l)a aﬂ'a‘*’jpﬂjl..-ﬁ.--jp (5.5)

a=1

schreiben. Auch hier bedeutet das Dach tber einem Index, daf3 dieser auszulassen ist.

Bilden wir nun mit Hilfe der Produkt- und Kettenregel die Cartanableitung von (5.3]), kénnen
wir (5.5) unmittelbar anwenden. Es ergibt sich dann nach einigen Umformungen:

1 /. d - VR
dQ = o /0 dta {tPwj .., [T+ (T — @)]} = w, (5.6)
wobei wir im letzten Schritt den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung angewandt

haben, was hier voraussetzungsgemaf erlaubt ist.

Damit ist das Poincarésche Lemma bewiesen.
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Kapitel 6

Traditionelle Schreibweise im R?

Um nun dem Titel dieses Skripts gerecht zu werden, also die ,klassische” Vektoranalysis zu
behandeln, wollen wir nun zur traditionellen Schreibweise im R? kommen und einige Anwendun-
gen aus der klassischen Physik behandeln. Insbesondere die Fluiddynamik bietet ndmlich schone
Veranschaulichungsmoglichkeiten der bisher recht abstrakten Begriffe.

Die bisherigen Untersuchungen zu den Integralsidtzen haben nun alternierende Formen und Dua-
le betroffen. In der klassischen Physik sind diese Integralsitze, angewandt im euklidischen R? der
Ausgangspunkt fiir die Feldtheorie, wobei man allerdings die Vektor- und Tensorfelder in kon-
travarianten Komponenten ausdriickt. Dabei definiert man nun bestimmte in den Anwendungen
oft benotigte Manipulationen, hinter denen eigentlich der oben entwickelte Formenkalkiil steckt,
als die Differentialoperatoren grad, div und rot und formuliert diese in kontravarianten Kompo-
nenten. Der Stokessche Satz und das Poincarésche Lemma werden dann mit diesen Operationen
statt dem einheitlicheren Formenkalkiil ausgedriickt. Es werden auch meist krummlinige Or-
thonormalkoordinaten verwendet, die wir bereits in Abschnitt eingefiihrt haben. In diesem
Kapitel wollen wir diese ,traditionellen” Vektoroperatoren einfithren und ihre physikalische Be-
deutung an einigen Beispielen aus der Fluid- und Elektrodynamik veranschaulichen.

6.1 Die traditionellen Differentialoperatoren

Im R? gibt es nun naturgemiB relativ wenig alternierende Formen, eben nur die der Stufen 0
bis 3. Betrachtet man etwa eine alternierende Form vierter Stufe, wiaren deren Komponenten
wjkim bzgl. einer beliebigen Dualbasis total antisymmetrisch bei Vertauschen der Indizes. Diese
konnen nun aber eben nur die drei Werte {1,2,3} annehmen, d.h. von den Indizes jklm wiren
wenigstens zwei gleich und folglich wj;, = 0, d.h. im R? gibt es fiir n > 3 nur die triviale
n-Form.

Weiter kann man aber mit Hilfe der Hodge-Dualisierung alle Formen durch Skalare und Vektoren
ausdriicken. In der Tat besitzt eine Zweiform w nur (g) = 3 unabhingige Komponenten wj, und
die lassen sich mit Hilfe des e-Tensors umkehrbar eindeutig in kontravariante Vektorkomponenten

abbilden:

(fw)' = ieﬂdwkz- (6.1)
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Ebenso ist eine Dreiform p durch Dualisierung umkehrbar eindeutig auf einen Skalar abzubilden:

1 .
p= geﬂf’pﬂd. (6.2)

*

Weiter besitzen wir im euklidischen R?, der ja den Raum sowohl in der Newtonschen als auch in
der speziell relativistischen Physik beschreibt, das Skalarprodukt und damit den Metriktensor.
Wir koénnen also alle kovarianten Tensorkomponenten ebenso gut durch kontravariante Kompo-
nenten ausdriicken. In der klassischen Physik tut man genau dies.

Daher miissen wir nun die im Formenkalkiil formulierten Differentialoperatoren, die aufgrund der
oben bewiesenen Integralsétze fiir die Physik besonders wichtig sind, in Differentialoperatoren,
die auf Skalarfelder und Vektorfelder, ausgedriickt durch kontravariante Komponenten, wirken,
iibersetzen. In allgemeinen R&umen haben wir die dabei verwendete Methode schon bei der
Definition der Divergenz gesehen. Deren Einfithrung rechtfertigte sich dann spéter u.a. durch
die Giiltigkeit des Gauschen Satzes in euklidischen Rdumen der allgemeinen Dimension d, und
natiirlich haben wir auch im R?® den GaufBschen Satz:

/ dvdiv V = [ d*FV. (6.3)
1% v

Beim Beweis des allgemeinen Gaufischen Satzes haben wir gesehen, dafl sich dieser {iber das
Hodgedual von V' auf den Stokesschen Integralsatz, angewandt auf die Zweiform *V zuriickfithren
1iBt, d.h. der Stokessche Satz fiir Zweiformenfelder im R3 ist dquivalent durch den GaufBschen

Satz (/6.3]) ausgedriickt.

Betrachten wir nun den Stokesschen Satz fiir ein Einsformfeld A. Da wir in der traditionellen
Vektoranalysis mit kontravarianten Komponenten, also eigentlich mit Vektorfeldern arbeiten
wollen, geben wir uns ein Vektorfeld A vor und schreiben die kovarianten Komponenten mit
Hilfe der Komponenten der Metrik:

A = gk, (6.4)

Damit haben wir also die Einsform selbst auf ein Vektorfeld zuriickgefiihrt.

Jetzt miissen wir dA tibersetzen. Diese Cartanableitung ist hier natiirlich ein Zweiformfeld, das
wir durch Dualisieren wieder auf ein Vektorfeld abbilden. Diese Operation heiit Rotation[] des
Vektorfeldes f_l', also

rot A = *(dA). (6.5)

In Komponenten 148t sich diese Operation besonders einfach in kartesischen Koordinaten aus-
driicken. Dann ist ja gj; = 0,5 = const und insbesondere db* = 0, also:

dA = 8; 4,07 A DF. (6.6)

Weiter ist e/ = AJ* also '
*dA = ATMY; Ayl (6.7)

Die Komponenten der Rotation bzgl. der kartesischen Basis Z;l lauten wegen A = S AF also

- Do A3 — 03 A?
(rot A) = | 93A — 9,43 | . (6.8)
01 A% — 9 A

Lin der englischen und amerikanischen Literatur curl
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Man beachte, daf} hier die mnemotechnischen Vorteile der Indexstellung vollkommen verlorenge-
gangen ist und daf folglich nur in kartesischen Koordinaten korrekt ist. Wir kommen
im néchsten Abschnitt auf den Ausdruck der traditionellen Differentialoperatoren bzgl. krumm-
liniger Orthonormalkoordinaten noch zu sprechen.

Jetzt wenden wir uns aber zunachst dem Stokesschen Satz fiir diesen Fall zu. Im Formenkalkiil
lautet er, wie jeder Stokessche Satz einfach

/ da=[ A (6.9)
F oF

Dabei ist F eine zweidimensionale, berandete Untermannigfaltigkeit des R? mit Rand 0F. Nun

—,

ist aber dA = *(rot A), so dafl wir schreiben kénnen

/dA:/ d?F rot A. (6.10)
F F

Das Integral iiber OF ist einfach das Wegintegral entlang des Randes von F' und wird in der
traditionellen Schreibweise zu

/ A= [ dz A (6.11)
oF oF
Dieser spezielle Stokessche Satz lautet also in seiner traditionellen Schreibweise im R3
/ A®Frot A= [ dz A (6.12)
F OF

Besonders einfach ist der Fall eines Skalarfeldes ¢, also eines Nullformfeldes. Dessen Cartana-
bleitung ist eine Einsform, die wir mit Hilfe des Metriktensors als Vektorfeld schreiben. Bzgl.
einer kartesischen Basis ist also

do = ;b = 6" 8;¢by, == (grad ¢) by (6.13)
In kartesischen Koordinaten ist der Gradient also
o
gradop = | Oaop | . (6.14)
03¢
Der Stokesche Satz nimmt fiir diesen Fall die Gestalt
[ o= [ a7 grad 6 = o) - 6(31) (6.15)

an. Dabei sind #; und @5 die Ortsvektoren von Anfangs- und Endpunkt einer eindimensionalen
Untermannigfaltigkeit (also eines Weges) s.

Man beachte, daf allgemein die Stokesschen Satze sich auf Vektorfelder beziehen, die im ganzen
R? mitsamt ihren Ableitungen wohldefiniert und stetig sind. Insbesondere ist dann das Inte-
gral von der konkreten Gestalt des Weges unabhéngig. Wir werden weiter unten noch
Beispiele angeben, wo ein Vektorfeld zwar iiberall in seinem Definitionsbereich durch den Gra-
dienten eines Skalarfeldes gegeben ist, wo aber das Integral entlang bestimmter Wege durchaus
von der Gestalt des Weges abhangig ist. Hier spielt allerdings das Lemma von Poincaré eine
entscheidende Rolle, und dieses gilt nur lokal. Wir werden dies weiter unten in einem gesonder-
ten Abschnitt noch ausfithrlich behandeln. Zunédchst wenden wir uns allerdings dem Audruck
der nunmehr definierten Differentialoperatoren in Komponenten bzgl. allgemeiner krummliniger
Orthonormalkoordinaten zu, weil diese fiir die Anwendungen wichtig sind.
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6.2 Die Differentialoperatoren in krummlinigen Orthonormal-
koordinaten

Da wir die Vektoroperatoren iiber die Cartanableitungen definiert haben, brauchen wir nur die
Rechnungen aus Abschnitt zu vervollstindigen. Es seien also (¢*) generalisierte Orthogonal-
koordinaten, gfc die dazugehorigen holonomen Basisvektoren und V7 deren Dualbasisvektoren.
Weiter wollen wir wie dort auch hier vereinbaren, dafl in Formeln, die die Komponenten bzgl.
der normierten Basisvektoren enthalten, die Summationskonvention aufler Kraft gesetzt sei, d.h.
alle Summen {iber Indizes explizit notiert werden. Fiir die normierten Basisvektoren gelten dann

(£:39) und €42), also

=,

= . 1
hj = U0, € = — z (6.16)
J
Beginnen wir mit dem Gradienten. Sei also ¢ ein Skalarfeld. Wegen ([2.58)) ist also
777 1 —j 1 -
dye = 060" = > = (9;0)& =3 +=(9;0)¢. (6.17)
j J j J

Dabei haben wir benutzt, dafl bzgl. der €; die Metrikkomponenten ;5 sind, weil die €; ja
die orthonormierten lokalen Basisvektoren bezeichnen. Wir haben fiir die Komponenten des
Gradienten bzgl. der krummlinigen Orthonormalbasis also

L1
grad ¢ = Zejﬁajgz). (6.18)
j J

Fir die Divergenz eines Vektorfeldes V haben wir bereits in 1'

.= 1 hihahsg .
divA=——— 0; Al 6.19
1v h1h2h3 ; 9 ( h] ) ) ( )

gefunden, wobei wir die Beziehung

Vg = hihahs (6.20)

ausgenutzt haben. Die Komponenten Rotation eines Vektorfeldes bestimmen wir am einfachsten,
indem wir zunéchst die Definition (6.5) mit Hilfe der holonomen Basis ausdriicken:

rot A = Zejklgg-@kAl. (6.21)
jkl

Wir wollen dies nun in Bezug auf die normierte Basis und mittels der dazugehorigen kontravari-
anten Komponenten A! ausdriicken. Dazu verwenden wir (6.4} [3.31} [6.16} |6.20) um nach einigen
einfachen Umformungen das folgende Resultat zu erhalten:

rot/_f:

1 . . ~
h1h2h3 ZejthJklﬁk(hlAl). (6.22)
Jkl
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6.2.1 Kugelkoordinaten

Sei Ej eine kartesische Basis. Kugelkoordinaten (r, 9, ¢) mit der 3-Achse als Polarachse sind dann
durch

7 = r(sin ¥ cos by + sin ¥'sin by + cos 9 b3), (6.23)
wor > 0,0 <9 <7 und 0 < ¢ < 27. Die holonomen Basisvektoren sind
5’1 = g: = sinﬁcosapgl + sinﬂsinapgg + 0081953,
by = SZ; = r(cos ¥ cos p by + cos ¥ sin by — sin ¥ bs), (6.24)
by = o _ rsin 9(— sin @ by 4 cos ¢ by)

Diese Vektoren sind orthogonal zueinander und in dieser Reihenfolge (relativ zum vorgegebenen
kartesischen Basissystem) rechtshindig orientiert. Die Normen sind

hi =1, ho =7, hy = rsind. (6.25)
Die normierten Basisvektoren ergeben sich somit zu
€1 = sinﬂcosgpgl + sinﬁsingpgg + 0081953,
€y = cosﬂcos<p51 +cosﬂsing052 — Sinﬂgg, (6.26)
€3 = —singpgl + COS(pgg.
Die Differentialoperatoren driicken sich in Kugelskoordinaten schliellich durch

0 10 L, 1 0
grad¢ = 61073"5 +€2;£ Jregrsinﬁ@:z’

o 19(r2Ah) 1 [0(sinvA?) 0943
Ao L
div 2 or | rsmo v + oo |’
-9 A3 A2 il i3 (6.27)
ot A & 1 d(sinvA4”) 0A _1| 1 94 0(r4°)
D oY e >y | sino Oy or
+ O 1 8(TA2) _ 67‘[11
T T
aus.
6.2.2 Zylinderkoordinaten
Zylinderkoordinaten sind durch
7 = p(cos pby + sin by) + zbs (6.28)

fiir p > 0,0 < ¢ <27 und z € R definiert. Es ergibt sich
hi=hs=1, ho=p
1 = COS gol;l + sin @I;g,

!

gy

o o (6.29)
9 = — sin by + cos pba,

bs.
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Kapitel 6 - Traditionelle Schreibweise im R?

Die Formeln fiir die Differentialoperatoren lauten

o0 106 00
grad¢_618p+€2pa<p+e332’

1oAY aR] oA’
divA = -

a p[ ap +8g0 0z’

A3 12 11 73 9
rot A = & (Wl_(’“) e (fm_ M) pal la@A )
)

dp
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